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非平衡统计物理 

王延颋 

2019 年 10 月 6 日 

6. 玻尔兹曼方程 

6.1. 稀薄经典气体 

N 个质量为m的全同粒子放置在体积为V 的空间中，密度为 /n N V 。当满足稀薄条件 

 0r d   (6.1) 

时（其中 0r 是粒子相互作用的特征长度， 1/3~d n  是粒子的平均距离），可以认为该粒子系

统是稀薄气体。如果该系统还同时满足经典条件 

 d   (6.2) 

其中  
1/2

B2h mk T


 是热波长，则可以认为该粒子系统是稀薄经典气体。 

对于稀薄经典气体，记单次碰撞事件的特征时间为 0 ，先后两次碰撞发生的时间间隔为

，达到局域平衡的特征时间为 r ，达到全局平衡的特征时间为 eq ，则时间尺度 

 0 r eq   (6.3) 

类似地，空间尺度上有 

 0r d l L   (6.4) 

其中，
3

2 2

0 0

1
~ ~

d
l

nr r
是平均自由程， 1/3~L V  是整个空间的特征长度。 

 

6.2. 两体碰撞 

假设经典稀薄气体中的粒子碰撞满足如下约束条件： 

（1） 只发生两体碰撞，没有三体及以上粒子碰撞。 

（2） 粒子是没有内部结构的点粒子，碰撞为弹性碰撞。 

（3） 碰撞是局部瞬间发生的，外力对于碰撞的作用可以忽略。 

（4） 分子混沌假设：两个粒子碰撞前的运动速度没有关联，从而两粒子分布可以写

成两个单粒子分布的乘积：            2 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , ,f t f t f tr p r p r p r p 。 
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在以上假设的前提下，从经典牛顿力学转换为概率密度函数的视角。令碰撞前两粒子的

动量为 p 和 1p ，动能为 和 1 ，碰撞后为 p ， 1
p ， 和 1

，由动量和能量守恒，有 

 1 1

1 1

   

   

p p p p
  (6.5) 

令 1 Π p p ，  1

1

2
 π p p ，碰撞后为 Π 和 π ，则上两式可以写成 

 




Π Π

π π
  (6.6) 

 

如上图所示，采用一个粒子固定的坐标系，定义散射角  , 为 π和 π 形成的空间夹角，

碰撞系数b 为入射粒子与静止粒子的垂直距离，则微分散射截面 

  d d db b    (6.7) 

其中是碰撞系数。对于碰撞过程   1 1, , p p p p ，其微分散射截面    1 1, | ,   p p p p 具

有如下性质： 

（1）时间反演不变：作变换 t t ，有 

    1 1 1 1, | , , | ,       p p p p p p p p   (6.8) 

（2）空间反演不变：作变换 r r，有 

    1 1 1 1, | , , | ,       p p p p p p p p   (6.9) 

考虑反向碰撞过程   1 1, ,  p p p p ，运用以上两条性质，可以得到微观可逆关系： 

         (6.10) 

其中    1 1, | ,    p p p p 。 
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6.3. 玻尔兹曼方程 

对于稀薄经典气体，考察介于 o 和 之间的时间尺度以及 0r 和 d 之间的空间尺度。除去

碰撞瞬间的大多数时候都是单个粒子的运动行为，因此系统的宏观性质可以用单粒子分布函

数  , ,f tr p 进行描述： 

 
coll

f f
f f

t t

  
      

  
r p

v F   (6.11) 

 , ,f tr p 满足归一化关系： 

    , , , dn t f t r r p p   (6.12) 

和 

    , , ,N n t d f t d d  r r r p r p   (6.13) 

其中  ,n tr 是局部密度。 

相比于无相互作用系统的单粒子分布函数遵从的演化方程，式(6.11)右边多了一项碰撞

引起的 f 随时间的变化率，通常写为对称的两项： 

 
   

coll coll coll

f f f

t t t

 
       

      
       

  (6.14) 

分别为入撞项（entering collision term）和出撞项（leaving collision term），分别对应于碰撞后

和碰撞前在以  ,r p 为中心的相体积 d dr p 内的平均粒子数。 

先计算出撞项。根据微分散射截面的定义，单位时间内在d立体角的方向被散射的粒

子数等于入射粒子流乘以  d 。相对于被撞粒子  ,r p ，具有动量 1p 的粒子形成入射流 

  1 1 1, , df t r p p v v   (6.15) 

在时间段  , dt t t 中碰撞过程   1 1, , p p p p 形成的碰撞次数等于入射流乘以微分散射截

面 

    1 1 1, , d d df t t  r p p v v   (6.16) 

由分子混沌假设，碰撞前的两个粒子速度没有关联，则 

 
 

     1 1 1

coll

d d , , d d d d d , ,
f

dt f t t f t
t


 

    
 

 r p r p r p p v v r p   (6.17) 
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即出撞项 

 
 

     1 1 1

coll

, , d d , ,
f

f t f t
t


 

    
 

 r p p v v r p   (6.18) 

再计算入撞项。考虑逆向碰撞过程   1 1, ,  p p p p ，入射粒子流为 

  1 1 1, , df t   r p p v v   (6.19) 

在时间段  , dt t t 中形成的碰撞次数等于 

    1 1 1, , d d df t t      r p p v v   (6.20) 

从而 

 
 

     1 1 1

coll

d d , , d d d d d , ,
f

dt f t t f t
t


 

          
 

 r p r p r p p v v r p   (6.21) 

因为       ，
1 1

   v v v v ， 1 1d d d d p p p p ，由上式可得入撞项 

 
 

     1 1 1

coll

, , d d , ,
f

f t f t
t


 

     
 

 r p p v v r p   (6.22) 

由式(6.18)和式(6.22)，可得碰撞积分 

    1 1 1 1

coll

d d
f

f f ff
t

 
      

 
 p v v   (6.23) 

其中 

 

 

 

 

 

1 1

1 1

, ,

, ,

, ,

, ,

f f t

f f t

f f t

f f t





 

 

r p

r p

r p

r p

  (6.24) 

把式(6.23)代入式(6.11)，得到玻尔兹曼方程 

    1 1 1 1d d
f

f f f f ff
t


         

  r p
v F p v v   (6.25) 

为了显式表示每次碰撞的动量和能量守恒，上式可以改写成 

 

      1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
d d d , | ,

2

f
f f W f f ff

t


                    

 r p
v F p p p p p p p p p p p  

 (6.26) 
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其中     2

1 1, | , 4 /W m   p p p p 正比于单位时间内发生该碰撞的概率。  

玻尔兹曼方程可以直接扩展到多组分的混合体系。如果稀薄经典气体系统具有质量分别

为 am 和 bm 的两种粒子 a 和 b，具备两种单粒子分布  a , ,f tr p 和  b , ,f tr p 以及三种微分碰撞

截面  aa  ，  ab  ，  bb  ，则对应的玻尔兹曼方程组为 

       

       

a

a a 1 aa 1 a a1 a a1 1 ab 1 a b1 a b1

b

b b 1 bb 1 b b1 b b1 1 ab 1 b a1 b a1

d d d d

d d d d

f
f f f f f f f f f f

t

f
f f f f f f f f f f

t


                




                



   

   

r p

r p

v F p v v p v v

v F p v v p v v

 

 (6.27) 

  

6.4. H 定理 

6.4.1. H 定理的推导 

H 定理根据玻尔兹曼方程，证明了非平衡稀薄经典气体的熵随时间的演化非负。玻尔兹

曼定义了泛函 

      , , ln , , d dH t f t f t  r p r p r p   (6.28) 

同时定义非平衡系统的玻尔兹曼熵 

      3

B B , , 1 ln , , d dS t k f t h f t    r p r p r p   (6.29) 

H 泛函和玻尔兹曼熵有关系 

    B B 0S t k H t C     (6.30) 

其中  0 B 1 3lnC k N h  。 

定义 H 泛函的局域密度 

      , , , ln , , dt f t f t r r p r p p   (6.31) 

有 

    ln d 1 ln d
f

f f f
t t t

  
  

   p p   (6.32) 

为了求解
t




，把玻尔兹曼方程式(6.25)写成 

    1 1 1 1d d
f

f f f f ff
t


          

  r p
v F p v v   (6.33) 
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上式乘以  1 ln f 并对 dp 积分，得到 

         1 1 1 11 ln d 1 ln d d 1 ln d df f f f f f f ff
t


             

     r p
v p F p p p v v  

 (6.34) 

右边第一项为迁移项： 

  1 ln d ln d Hf f f f
m

         r r r

p
v p p J   (6.35) 

其中  , ln dHJ t f f
m

 
p

r p 是 H 泛函的流。 

右边第二项为驱动项，当外力与速度无关时， 

    1 ln d ln d 0f f f f        p p
F p F p   (6.36) 

右边第三项为碰撞项，记为 H 泛函的源 

     1 1 1 1d d d 1 lnH f f ff f        p p v v   (6.37) 

于是式(6.34)成为 

 
H H

t


   


r

J   (6.38) 

上式对 dr 进行积分，得到全局均衡方程 

 
 d

d d
d

H H
V V

H t

t
     r

J r r   (6.39) 

由于在体积V 没有净流量，上式右边第一项为零。以下证明 0H  。 

首先，由于交换 p 和 1p 整个碰撞过程不变，式(6.37)也可以写成 

     1 1 1 1 1d d d 1 lnH f f ff f        p p v v   (6.40) 

把式(6.37)和式(6.40)作平均，得到 

       1 1 1 1 1

1
d d d 2 ln

2
H f f ff ff        p p v v   (6.41) 

再考虑逆向的碰撞过程，即   1 1, ,  p p p p ，其微分散射截面与正向碰撞过程相同，并且由

式(6.6)，有
1 1

   v v v v ， 1 1d d  pdp p dp ，从而式(6.41)还可以写成 

       1 1 1 1 1

1
d d d 2 ln

2
H ff f f f f          p p v v   (6.42) 

将上式和式(6.41)作平均，得到 
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     1
1 1 1 1

1

1
d d d ln

4
H

ff
f f ff

f f

 
       

  
  p p v v   (6.43) 

因为 

   1
1 1

1

ln 0
ff

f f ff
f f

 
   

  
  (6.44) 

所以 0H  ，得证。 

因此，由式(6.39)可知 

 
 d

0
d

H t

t
   (6.45) 

这就是玻尔兹曼在 1872 年建立的 H 定理，说明在稀薄经典气体中 H 泛函永远不会随时间增

加。根据式(6.30)，H 定理同时说明稀薄经典气体的玻尔兹曼熵永远不会随时间减少。因此

当没有外界输入时， t ，系统必须达到全局平衡，
 d

0
d

H t

t
 。 

6.4.2. H 定理对全局平衡的描述 

考虑无外场作用的情况 0F ，分布函数  ,f tp 与 r 无关。根据 H 定理，对于任意初始

条件，有 

    0lim ,
t

f t f


p p   (6.46) 

由式(6.44)可知，当 t 时，有 

        0 0 1 0 0 1f f f f p p p p   (6.47) 

满足对数的线性关系 

        0 0 1 0 0 1ln ln ln lnf f f f   p p p p   (6.48) 

且符合质量、动量和能量守恒的通解为 

  
2

0ln lnf A m C   p p u   (6.49) 

其中u是系统质心的迁移速度。因此全局平衡的分布函数有形式 

    2

0 expf C A m  p p u   (6.50) 

以下确定常数 A 和C 。分布函数满足 

  0= d
N

n f
V

  p p   (6.51) 

代入式(6.50)，可得 



8 
 

 
3/2

n C
A

 
  

 
  (6.52) 

p的系综平均 

  0

1
df m

n
 p p p p u   (6.53) 

在无外力驱动的情形下，最终达到全局平衡时必须有 0u 。 

平均每个粒子的平均动能 

  
2

0

1 3
d

2 4
f

n m Am
 

p
p p   (6.54) 

根据式(6.52)和式(6.54)，用 n和 替换式(6.50)中的 A 和C ，可以得到 

  

3/2

2

0

3 3
exp

4 4
f n p

m m

   
       

   
p   (6.55) 

根据能量均分定理，
B

3

2
k T ，上式变成 

  
 

2

0 3/2

BB

exp
22

n p
f

mk Tmk T

 
  

 
p   (6.56) 

这就是热力学平衡态的麦克斯韦—玻尔兹曼分布，它是
coll

0
f

t

 
 

 
的玻尔兹曼方程的解。 把

动量换成速度，可以得到麦克斯韦速率分布函数： 

  
3/2

2

0

B B

exp
2 2

m mv
f n

k T k T

   
    

   
v   (6.57) 

根据式(6.29)，全局平衡态下的熵为 

    3

B 0 01 ln d dS k f h f    p p r p   (6.58) 

代入式(6.56)，得到 

 B 3

5
ln

2

V
S Nk

N

 
  

 
  (6.59) 

这就是平衡态经典理想气体的熵，称为 Sackur-Tetrode 公式。 

在外势场  r 作用下的全局平衡分布为 

  
 

 
 

B

0 0

B

exp /
,

exp / d

k T
f V f

k T

  


  

r
r p p

r r
  (6.60) 

6.4.3. H 定理对局域平衡的描述 

碰撞项(6.37)不仅在全局平衡下为零，对于局域平衡下的局域麦克斯韦—玻尔兹曼分布 

        
 

 

2

3/20

B

B

,
, , , 2 , exp

2 ,

m r t
f t n t mk T t

mk T t


 
      
 

p u
r p r r

r
  (6.61) 

也为零，即 
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 0

coll

0
f

t

 
   

  (6.62) 

注意它并不是玻尔兹曼方程的解，即 

    0
, , 0f t

t

 
     

 
r p

v F r p   (6.63) 

参考式(6.29)，定义局域平衡下的熵（ rt ） 

          0 03

B , , 1 ln , , d dS t k f t h f t  
  r p r p r p   (6.64) 

有关系 

    BS t S t S    (6.65) 

说明单粒子分布函数（玻尔兹曼描述）、流体动力学变量（局域平衡描述）到热力学变量（全

局平衡描述）包含的细节越来越少。 

 

6.5. 洛仑兹气体 

洛仑兹气体模型描述了在 t （ 0 rt ）的时间尺度内，粒子与固定的散射位点碰

撞的过程基于以下假设条件： 

（1） 只考虑粒子与固定散射位点的碰撞，不考虑粒子间的相互作用。 

（2） 不考虑粒子与散射位点的内部结构，因此碰撞是弹性的。 

（3） 碰撞是局部瞬时发生的。 

（4） 散射位点假设在空间上随机分布。这一假设导致了相应的运动方程的不可逆性。 

一个动量为 p的粒子在碰撞后动量变成 p ，相应的微分散射截面为  | p p 。因为是弹

性碰撞，动量大小守恒： 

 p p   (6.66) 

洛仑兹气体的单粒子分布函数  , ,f tr p 依然满足玻尔兹曼方程式(6.11)和式(6.14)。首先

考虑出撞项。入射粒子流为  , , df tr p p v ，在 td 时间隔内碰撞次数为 

    , , d | d df t t r p p v p p   (6.67) 

其中d  是围绕着 p 的方位角，则出撞项 

 
 

   d d d d , , d d | di

coll

f
t n f t t

t


 

   
 

r p r v r p p p p   (6.68) 

其中 in 是散射位点的空间密度。从而得到 
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 

   , , | di

coll

f
n f t

t


 

   
 

v r p p p   (6.69) 

再计算入撞项。考虑逆向碰撞过程    p p ，同样有在 td 时间隔内碰撞次数为 

    , , d | d df t t    r p p v p p   (6.70) 

因为直角坐标变成球坐标给出 

 
2

2

d d d

d d d

p p

p p

 

    

p

p
  (6.71) 

且由式(6.66)有 d dp p ，所以式(6.70)可以写成 

    2, , d d | d df t p p t    r p v p p   (6.72) 

因此 

 
 

   
coll

d d d d , , d d | di

f
t n f t t

t


 

    
 

r p r v r p p p p   (6.73) 

从而得到 

 
 

   
coll

, , | di

f
n f t

t


 

    
 

v r p p p   (6.74) 

由式(6.69)和式(6.74)，并且    | | p p p p ，得到洛仑兹气体的碰撞积分 

      
coll

d | , , , ,i

f
n f t f t

t

 
         

v p p r p r p   (6.75) 

从而洛仑兹气体的运动方程为 

      d | , , , ,i

f
f f n f t f t

t


           r p

v F v p p r p r p   (6.76) 

上式是线性偏微分方程，同样不具有时间反演对称的性质。洛仑兹气体模型可以用于研究非

简并半导体中电子与杂质或缺陷的碰撞。 

 

6.6. 玻尔兹曼方程和 H 定理的不可逆性 

考察玻尔兹曼方程式(6.25)或式(6.26)，当时间反演时，速度也要变号，因此左边的表达

式整个变号，但是右边的表达式并不变号，因此玻尔兹曼方程属于运动方程，具有时间不可

逆性。波尔兹曼方程的不可逆性来源于分子混沌假设（碰撞粒子完全没有之前的记忆）对于

“碰撞前”和“碰撞后”事件的明确界定。在分子混沌假设下，每次粒子的碰撞都会丢失信

息，对应于产生新的熵，从而导致玻尔兹曼熵的增加，对应于 H 泛函的减少。 

对于 H 定理的时间不可逆性，19 世纪提出了两个佯谬。第一个是 Loschmidt 佯谬，认为

微观运动方程是时间反演不变的，一个正向的随时间演化过程必定有着位置相同而速度相反
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的镜像过程。因此如果正向演化过程 H 泛函减少，则其镜像过程必定 H 泛函增加，因此 H

定理认为 H 泛函总是非正的结论是错误的。针对这一佯谬，玻尔兹曼的回答是非平衡过程

中 H 泛函减少是个平均的概念，某一具体路径下 H 泛函可以增加，但是有更多的具体路径

中 H 泛函是减少的，因此平均下来 H 泛函依然减少。 

第二个是 Zermelo 佯谬，认为根据庞加莱（Poincaré ）的再现定理（recurrence theorem），

任何有限体积内且总能量守恒的经典力学体系在有限时间内都会回归无限接近初态的状态，

因而  H t 不应该演化至平衡态并且稳定在那里，而不回到非平衡的初态。针对这一佯谬，

玻尔兹曼的回答是 N 个粒子的体系回到初态的时间的数量级为 Ne ，而一个宏观体系的粒子

数的数量级为 2310 ，因而回归时间  23exp 10 过于长，以至于没有实际的物理意义。 

 

 


