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3. 量子系综 

3.1. 纯粹系综与混合系综 

系综是在一定的宏观条件下，大量性质和结构完全相同的、处于各种运动状态的、各自

独立的系统的集合。N 个经典粒子组成的系统的状态可以用粒子的广义坐标和广义动量的集

合   , , 1,2, ,i iq p i N 来描写，构成一个 6N 维的空间。 N 个量子粒子组成的系统的状

态由系统的总波函数   , , , 1,2, ,i i ix y z i N   描述，玻色子应满足粒子坐标交换对称，

而费米子应满足粒子坐标交换反对称。 

对于量子系统，纯粹系综是指 N 个系统都处于同一量子纯态   ，可由其它纯态叠加

而成 

 
i i

i

c    (3.1) 

其中 ic 是叠加系数。找到粒子处于空间位置 x 处的概率密度为 

          
2 2* * *

i i i i j i j

i i j

W c c c c   


   x x x x x   (3.2) 

某力学量算符 Â  的平均值为 

* *ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i i i j i j

i i j

A A c c A c c A     


      (3.3) 

 

混合系综是由若干纯态 i  混合描写，每个纯态均以确定的概率出现在混合系综里： 

参加混合的态： 1 ， 2 ，…， i ，… 

 混合的概率：  1P ， 2P ，…， iP ，… 
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其中 1i

i

P   。找到粒子处于空间位置 x 处的概率密度为 

    
2

i i

i

W Px x   (3.4) 

某力学量算符 Â  的平均值为 

 ˆ ˆ
i i i i i

i i

A P A PA      (3.5) 

两者的区别本质在于纯粹系综是干涉叠加，而混合系综是概率叠加。 

 

3.2. 密度算符 

为了对纯粹系综和混合系综用统一的算符描述，定义密度算符（也叫统计算符） 

 ˆ 1i i i i

i i

P P  
 

   
 

    (3.6) 

密度算符在任一给定表象中的矩阵形式称为密度矩阵。 

当上式中只有一项不为 0，例如 1kP  ，其它的 iP  都是 0，则密度算符约化为 

 ˆ
k k     (3.7) 

这就是纯粹系综的算符。 

 

 密度算符具有如下一些性质： 

（1） 密度算符 ̂ 的迹等于 1 且与表象无关。 

证明：  对于任意一组正交归一的完备基矢  , 1, 2 ,i i  ，利用完备性关系

1k k

k

   （注意单位算符 Î 单位矩阵 I 经常简写成1），有 

 

ˆ ˆtr

1

kk k k k i i i k

k k k i

i k k i i i i i i

i k i i

P

P P P

        

     

  

   

   

   
  (3.8) 

对于任意另一套基矢 , 1,2,i i  ，有幺正变换关系： 
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j kj k

k

U     (3.9) 

其中幺正算符Û 的矩阵元 

 1,kj k j kj j kU U          (3.10) 

满足 

 * 1

kj kj kjU U U    (3.11) 

则新表象下的密度算符 ̂ 与原密度算符 ̂ 对应的矩阵元之间的关系为 

 1

, ,

ˆ ˆ
i i j j i ij j

i j i j

U U                       (3.12) 

由此可得 

 

1 1

, ,

,

,

ˆtr

1

i ij j j i ij

i j i j

j i ij ii

i j i

U U U U    
  

   

  

    

  

  

 
 (3.13)

 

因此这一性质与表象无关。 

 

（2） 密度算符平方
2̂ 的迹对混合系综小于 1，对纯粹系综等于 1。 

证明：  

 

2 2 2

,

, ,

2

ˆ ˆtr

1

i i i j j j

i j

i j i j j i i j i j j i

i j i j

i j i j i

i j i

P P

PP PP

P P P

    
  

 


          

         

 

  

 

 
   

 

  

 

  

 (3.14) 

等号当且仅当统计算符中只有一项  1i j  ，即系统处于纯粹系综时成立。 

（3） 密度算符 ̂ 是厄密算符，因此它的本征值必定是实数。 

证明： 某一表象下 ̂ 的矩阵元 

 ˆ
nm n m n i i i m

i

P           (3.15) 

类似地，有 

 ˆ
mn m n m i i i n

i

P           (3.16) 
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因为 iP  是实数，而
*

i n n i     ，
*

i m m i     ，所以 

 
*

nm mn    (3.17) 

因此密度算符 ̂  对应的任意表象下的矩阵都是厄密矩阵，从而 ̂ 是厄密算符，对应的本征

值必定是实数。 

 

（4） 当态矢量正交归一时,即
i j ij   ，则 ̂  的本征矢量就是态矢量 i  ，相应

的本征值就是 iP  。 

证明： 

 ˆ
j i i i j i i ij j j

i i

P P P            (3.18) 

这时 ̂ 在 , 1,2,i i   展开的表象空间中的矩阵元为 

 ˆ
ij i j i ijP        (3.19) 

 

（5） 热力学量的系综平均值    ˆ ˆ ˆˆ ˆtr trA A A   。 

证明： , 1,2,i i  不必是正交的。另取一组正交归一的完备基矢 , 1,2,i i  ，则

热力学量的系综平均值 

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆtr

i i i i i n n i

i n i

n i i i n n i i i n

n i n i

n n

n

A P A P A

A P A P

A A

     

       

   

 

 

 

 

  



 (3.20) 

另一方面，也可以 

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆtr

i i i i i n n i

i n i

n i i i n n i i i n

n i n i

n n

n

A P A P A

P A P A

A A

     

       

   

 

 

 

 

  



 (3.21) 
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所以有    ˆ ˆ ˆˆ ˆtr trA A A   。 

令 ˆ 1A  ，可得性质（1）；令 ˆ ˆA  ，可得性质（2）。 

 

（6） ̂ 在位置表象中的密度矩阵元 

      *

, ,m n m n m i i i n i m i i n

i i

P P        r r r r r r  (3.22) 

迹是对r 的积分 

    ˆtr , , dn n

n

    r r r r r  (3.23) 

 

（7） ̂ 和哈密顿算符 Ĥ 对易，即 ˆ ˆ, 0H   
  。 

将在刘维尔定理中证明。 

 

例 一 ： 给 定 密 度 算 符 1 1 1 2 2 2
ˆ P P      ， 处 于 正 交 的 两 个 态

1 2

1 0
,

0 1
 

   
    
   

的统计概率分别为 1/4 和 3/4。求在同一表象下 ̂ 的本征值和本征

态。 

解：该表象下密度算符的矩阵形式为    
1 0 1 01 3 1

ˆ 1 0 0 1
0 1 0 34 4 4


     

       
     

，本征态

即为
1 和

2 ，对应的本征值为 1/4 和 3/4。 

 

例 二 ： 给 定 密 度 算 符 1 1 1 2 2 2
ˆ P P      ， 不 正 交 的 两 个 态

1 2

1 11
,

1 02
 

   
    

   
，处于两态的统计概率 1 2

1

2
P P  。求在同一表象下 ̂ 的本征值

和本征态。 

解：该表象下的密度算符的矩阵形式为    
1 1 3 11 1 1

ˆ 1 1 1 0
1 0 1 14 2 4


     

       
     

，对应的
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本征方程
'ˆ

i i iP   写成矩阵形式
3 11 1 1

1 1 1 14

a a
P

c c

     
     

     
，其中c 为本征态的归一

化 因 子 ， 求 解 该 二 元 一 次 方 程 组 得 到

 

1

'

1

11

1 24 2 2

1
2 2

4
P


  

  
    


 


，

 

2

'

2

11

1 24 2 2

1
2 2

4
P


  

  
    


 


。 

 

3.3. 量子正则系综 

3.3.1. 微正则系综 

在微正则系综里，系统总能量U 固定。密度算符 ̂ 的矩阵元 

 ij i ijP    (3.24) 

其中 iP 是出现能量本征态 i 的概率，根据等几率原理 

 
 
1

iP
U




  (3.25) 

其中  U 是总能量为U 的孤立系统中的总量子态数目。因此，密度算符的表达式为 

 
   
1 1

ˆ
i i i i i

i i

P
U U

      
 

  I   (3.26) 

若物理量 A对应的算符为 Â，则其系综平均值为 

  ˆ ˆˆtrA A A    (3.27) 

特别地，对于熵算符 

 ˆ ˆlnBS k     (3.28) 

平均值为 
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    B
ˆ ˆˆ ˆ ˆtr tr lnS S k       (3.29) 

把式(3.26)代入式(3.29)，则熵的值为 

 
   

 B B

1 1ˆ ln ln
i

S S k k U
U U

    
 

   (3.30) 

与经典统计物理中熵的表达式一致。 

 

3.3.2. 正则系综与巨正则系综 

为了简单起见，假设所有系统不简并。设所研究系统可以由正交归一化完备基矢

, 1, 2,i i   展开，而热库系统由正交归一化完备基矢 , 1,2,   展开，则联合孤立

系统的基矢是二者的直积 

 i i      (3.31) 

孤立系统中的能量本征态 

 
,

n

n i i

i

c 



     (3.32) 

其中系数满足归一化条件 

 
2

,

1n

i

i

c



   (3.33) 

用其构建孤立系统的统计算符 

 

0

*

, ,

*

, ,

ˆ
n n n

n

n n

i i n j j

n i j

n n

n i j i j

n i j

P

c P c

P c c

   

 

   

 



   

   

  

  
   

   





  

 

  (3.34) 

因为孤立系统处于微正则系综，把式(3.25)代入式(3.34)，并用热库系统的基矢对 0̂ 求迹（相

当于把热库系统的自由度积分掉），即可得到所研究系统的密度算符 
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 

 

 

 

0

*

, ,

*

, ,

*

, ,

*

1
ˆ ˆtr

1

1

1

1

n n

n i j i j

n i j

n n

i j i j

n i j

n n

i j i j

n i j

n n

i j i j

n i j

Z

P c c
Z

c c
Z U

c c
Z U

c c
Z U



     
  

     
  

   
  

 


 

     

     

   

 














  







  (3.35) 

其中Z 为归一化系数，即所研究系统的配分函数。代入 

 
*

n

i n i

n

j j n

c

c

 

 

 

 

 

 
  (3.36) 

得到 

 

 

 

 

 

 

 
 

,

,

,

1 1
ˆ

1 1

1 1

1 1

1 1
1

1 1

i j n n i j

i j n

i j i j

i j

i ij j

i j

i i

i

i i

i

i i i

i

i i i

i

Z U

Z U

Z U

Z U

Z U

U U
Z U

P

 



 



 



 





      

     

    

   

 

 

 

  














  












 





  (3.37) 

其中  iU U  是热库的量子态数目。当热库足够大时，可以近似看作处于微正则系综，利

用式(3.30)，得 

 
 

 

   

B

1 1
expi i

i

U U S U U S U
P

Z U Z k

    
   

  
  (3.38) 

泰勒展开 
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 

 
 

0B B B

1

i

i

i i

U

S U U S US
S U U U

k k U k




   
     

   

  (3.39) 

其中使用了
0iU

U
T

S 

 
  

 
。所以 

  
1

expi iP U
Z

    (3.40) 

归一化条件给出配分函数 

    ˆexp tr expi

i

Z U H     
    (3.41) 

从而所研究系统的密度算符 

 

   

 

1 1 ˆˆ exp exp

1 ˆexp

i i i i i

i i

U H
Z Z

H
Z

      



   

 

 
  (3.42) 

正则系综中物理量的系综平均值为 

    
1ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr expA A A H
Z

 
 

   
 

  (3.43) 

  

类似地，巨正则系综的密度算符为 

   1 ˆ ˆˆ exp H N    


  (3.44) 

对应的配分函数 

   ˆ ˆtr exp H N     
 

  (3.45) 

物理量的系综平均值为 

     1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr expA A A H N      
 

  (3.46) 

热力学势（巨正则系综下的自由能）为 

    B, , ln , ,V T k T V T       (3.47) 
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三种系综在热力学极限下等价。 

 

3.3.3. 正则系综密度矩阵计算举例 

例一：计算边长为 L 的立方体中的自由粒子在正则系综下的密度矩阵。 

解：该粒子哈密顿量为 

 
2

2ˆ
2

H
m

    (3.48) 

本征函数为 

     3/2exp /k i L  r k r  (3.49) 

能量本征值为 

 
2 2 2

2 2
k

p k
E

m m
   (3.50) 

其中 

    
2

, , , ,x y z x y zk k k k n n n
L


   (3.51) 

, ,x y zn n n 的取值为任意整数。正则系综下密度算符写为 

    
1 1ˆ ˆˆ exp exp

k

H H
Z Z

      k k  (3.52) 

在坐标表象 r 下的矩阵元为 

        *1 1ˆˆ exp expk k k

k k

H E
Z Z

          r r r k k r r r  (3.53) 

代入式(3.49)，得 
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  

 
  

    

2 2

3

2 2

3

3/2

2 2

2

1
ˆ exp / 2

1
exp / 2 d

2

1
exp / 2

2

k

k m i
ZL

k m i
Z

m
m

Z

 





 





     

    

 
   

 





r r k r r

k r r k

r r

 (3.54) 

根据归一化条件，可得 

 

3/2

22

m
Z V

 

 
  

 
 (3.55) 

而 

     2 21
ˆ exp / 2m

V
    r r r r  (3.56) 

该概率与r 无关，因此该粒子在立方体中各处的概率相等。哈密顿量的系综平均值为 

 

   
2/3

B2

1ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr exp

3 3 3
ln ln

2 2 2 2

H H H H
Z

V m
Z k T

 

    

 
   

 

   
       

    

 (3.57) 

 

例二：计算自旋为 ˆ
2
 的单粒子在磁场B 中的正则系综密度矩阵和磁场方向自旋平均值。 

解： 设磁场沿 z 方向。单粒子哈密顿量为  B B
ˆ ˆ

zH B       B ，其中 ˆ
2
 是单粒子

的自旋，̂ 是泡利自旋算符，电子自旋磁矩大小为 B
2

e

mc
  。在 z 对角化的表象中的泡

利矩阵 

 
0 1 0 1 0

1 0 0 0 1
x y z

i

i
  

     
       

     
 (3.58) 

正则系综的密度矩阵为 
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 
 
  

   

 

 
B

BB B

ˆexp1 ˆˆ exp
ˆtr exp

exp 01

0 expexp exp

H
H

Z H

B

BB B


 





 


  



 
  

   

 (3.59) 

z 方向自旋的系综平均值为 

  
   

   
 B B

B

B B

exp exp
ˆˆ ˆtr tanh

exp exp
z z

B B
B

B B

 
  

 

 
  

 
 (3.60) 

 


