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1. 本征问题的求解 

此章比较全面地介绍数值求解本征问题的基本概念和方法。 

 

1.1.  基本概念 

一个N N´ 的矩阵A总会有本征矢量（eigenvector）x和对应的本征值（eigenvalue）l

满足 

 l× =A x x  (1.1) 

显然一个本征矢量的倍数也满足上式，但是并不认为是不同的本征矢量，而 0 也不认为是一

个本征矢量。显然上式等同于 

 det 0l- =A I  (1.2) 

其中 I是单位矩阵。求解式(1.2)就可以得到A的 N 个本征值，其中相同的本征值被认为是

简并（degenerate）的。一个本征值会有一个对应的本征矢量。直接求解该方程组的根的做

法效率很低，需要专门用于求解本征问题的数值方法。 

 

对称矩阵（symmetric matrix）满足 

 T
ij jia a= =A A  (1.3) 

厄密矩阵（Hermitian matrix）满足 

 † *
ij jia a= =A A  (1.4) 

正交矩阵（orthogonal matrix）满足 

 T T× = × =A A A A I  (1.5) 
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单位矩阵（unitary matrix）满足 

 † †× = × =A A A A I  (1.6) 

正态矩阵（normal matrix）满足 

 † †× = ×A A A A  (1.7) 

对于实数矩阵，厄密等同于对称，单位等同于正交，二者都是正态矩阵。 

复数矩阵的本征值一般都是复数，而厄密矩阵的本征值都是实数，而不对称的实数矩阵

会有成对出现的复数本征值。非简并的正态矩阵的本征矢量是完备正交的，而简并的正态矩

阵中的简并本征值所对应的本征矢量可以用其它本征矢量的线性叠加代替。 

 

式(1.1)定义的本征矢量称为右本征矢量，相应地可以定义左本征矢量满足 

 l× =x A x  (1.8) 

显然每个左本征矢量都是A的转置矩阵的某个右本征矢量的转置矩阵，并且A的左本征值

和右本征值相等。如果A是对称矩阵，则左右本征矢量互为转置。如果A是厄密矩阵，则

左右本征矢量互为厄密共轭。 

对于更一般的不对称情况，令矩阵 RX 的每一列是右本征矢量， LX 的每一行是左本征

矢量，因为 

 
( )

( )
1

1

diag

diag
R R N

L N L

l l
l l

× = ×
× = ×

A X X

X A X

L
L  (1.9) 

所以有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1diag diagL R N N L Rl l l l× × = × ×X X X XL L  (1.10) 

这说明 L R×X X 必须是对角矩阵。如果本征值不简并，则一个左本征矢量会和除了它对应的

右本征矢量之外的所有右本征矢量正交，同时利用归一化条件使得它们正交归一。如果有简

并的本征值，可以用线性组合的变换使得它们正交归一。正交归一化导致的结果是以左本征

矢量为行的矩阵是以右本征矢量为列的矩阵的逆矩阵，即 1
L R

-=X X 。 
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对式(1.9)的第一个式子左乘上 1
L R

-=X X ，得到 

 ( )1
1diagR R Nl l- × × =X A X L  (1.11) 

这是相似变换（similarity transform） 

 1-® × ×A Z A Z  (1.12) 

的一个特例。因为 

 
( )1 1 1det det det det det

det

l l l

l

- - -× × - = × - × = -

= -

Z A Z I Z A I Z Z A I Z

A I
 (1.13) 

所以相似变换不改变一个矩阵的本征值。式(1.11)说明任意具有完备本征矢量的矩阵都可以

用相似变换进行对角化。 

实数对称矩阵的本征矢量都是正交的实数矢量，所以变换矩阵也是正交的，从而相似变

换退化成正交变换（orthogonal transformation） 

 T® × ×A Z A Z  (1.14) 

对于不对称的实数矩阵，可以用相似变换把它变成沿对角线有很多2 2´ 的小块的矩阵，其

它矩阵元都是 0，每个小块对应于一对共轭的复数本征值。 

 

所有的本征方程求解的算法都是基于把给定矩阵A通过一系列相似变换进行对角化的

想法： 

1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 2 3 2 1 1 2 3
- - - - - -® × × ® × × × × ® × × × × × × ®A P A P P P A P P P P P A P P P L (1.15) 

如果一系列变换最终得到了对角矩阵，则总的变换矩阵的每一列就是一个右本征矢量： 

 1 2 3R = × × ×X P P P L (1.16) 

如果不需要知道本征矢量，只需要求解本征值，则只要将原始矩阵变换成为三角矩阵（即对

角元的上面或者下面的元素全部为 0）就可以了，此时对角元素就是该矩阵的本征值。还有

些算法可以只求解到最大的几个本征值对应的本征矢量就停止，从而节约大量的计算时间。 
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1.2.  对称矩阵的 Jacobi 转换 

对于对称矩阵，Jacobi 方法实现式(1.15)的步骤时，每一步转换把一个非对角元置为 0，

虽然之前置为 0 的非对角元又会变成非 0，但是值越来越小，直到所有的非对角元小于某一

设定的精度阈值。本征值就是对角元素，而本征矢量由式(1.16)给出。Jacobi 方法计算效率

低，但是非常简单，因此适合于尺寸不太大的本征问题求解。 

基本的 Jacobi 算法的转换矩阵是一个转动操作，形式为 

 

1

1

1

pq

c s

P

s c

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷= ç ÷
ç ÷-
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

L
L

M M
L

L

 (1.17) 

其中 ( )cosc fº ， ( )sins fº ，f是转角，从而转换后的矩阵 

 

1 1

1

1

p q

p pp pq pn

T
pq pq

q qp qq qn

np nq

a a

a a a a

a a a a

a a

¢ ¢æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷¢ ¢ ¢ ¢
ç ÷

¢ = × × = ç ÷
ç ÷¢ ¢ ¢ ¢
ç ÷
ç ÷
ç ÷¢ ¢è ø

A P A P

L L L
M M M M

L L L
M M M M

L L L
M M M M

L L L

 (1.18) 

只有 ,p q行和 ,p q列的元素被改变为 

 

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2

2

rp rp rq

rq rq rp

pp pp qq pq

qq pp qq pq

pq pq pp qq

a ca sa

a ca sa

a c a s a sca

a s a c a sca

a c s a sc a a

¢ = -

¢ = +

¢ = + -

¢ = + +

¢ = - + -

 (1.19) 

其中 1, ,r N= L 且 ,r p q¹ 。这一步操作的目的是实现 0pqa¢ = ，由此可得 
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 ( )
2 2

cot 2
2 2

qq pp

pq

a ac s
sc a

q f
--

º º =  (1.20) 

令 /t s cº ，得到 

 2 2 1 0t tq+ - =  (1.21) 

上式的数值较小的根对应于较小的转动角f，从而可以较好地保证转动操作的稳定性： 

 
( )

2

sgn

1
t

q

q q
=

+ +
 (1.22) 

当 2q 大到有溢出计算机存储位数的危险时，直接取极限值 

 
1

2
t

q
=  (1.23) 

求出 t以后，根据定义可以得到 

 2

1

1
c

t
s tc

=
+

=

 (1.24) 

在 0pqa¢ = 的约束下，式(1.19)变为 

 

( )
( )

0

rp rp rq rp

rq rq rp rq

pp pp pq

qq qq pq

pq

a a s a a

a a s a a

a a ta

a a ta

a

t

t

¢ = - +

¢ = + -

¢ = -

¢ = +

¢ =

 (1.25) 

其中 ( )tan / 2
1
s
c

t fº =
+

。由式(1.25)就可以求得转换后的矩阵 ¢A 。 

 

定义所有非对角元的平方和
2

rs
r s

S a
¹

= å ，一次转换后的平方和为 

 
2

2 pqS S a¢ = -  (1.26) 

因此 Jacobi 转换操作保证非对角元的绝对值是单调递减的，从而只要操作的步数足够多，
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总可以使得所有非对角元趋近于 0。多次迭代后得到小于设定精度阈值意义上的对角矩阵 

 f f
T= × ×D V A V  (1.27) 

其中 

 f 1 2 3= × × ×V P P P L  (1.28) 

D的每一个对角元素就是一个本征值；因为 

 f f× = ×A V V D  (1.29) 

所以 fV 的每一列就是一个本征矢量。在程序实现时，V 的初始值可以从单位矩阵开始，在

与A根据式(1.25)作旋转操作的同时进行变换 i¢ = ×V V P ，对应的矩阵元操作为 

 
rp rp rq

rq rp rq

v cv sv

v sv cv

¢ = -

¢ = +
 (1.30) 

其它元素保持不变。 

 

对于操作元素的顺序，原始的 Jacobi 方法每次对数值最大的元素进行清零操作，但是

寻找最大值的计算复杂度是 ( )2O N ，所以现在的方法都按照行的顺序，即先操作

12 13 1, , , NP P PL ，再操作 23 24 2, , , NP P PL ，等等。 

 

1.3. 对称矩阵转换为三对角形式 

Givens 方法和 Householder 方法可以在有限的步数内把对称矩阵转换为三对角

（tridiagonal）矩阵，即只有对角线及其上下的三条斜线上的矩阵元不为 0。 

 

Givens 方法在对式(1.19)操作时，并不把 pqa¢ 设为 0，而是把 1,p qa -¢ 设为 0。因为 rpa¢ 和 rqa¢

是 rpa 和 rqa 的线性叠加（ ,r p q¹ ），所以一旦 rpa 和 rqa 被置为 0，之后的迭代中就一直保

持为 0。Givens 算法简单，但是比 Householder 算法慢一倍，所以不太常用。 
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Householder 算法用 2N - 个正交变换把一个N N´ 的对称矩阵变成三对角形式。每步

变换把一整列和对应的一整行变为 0。Householder 的基本转换矩阵形式为 

 
T

H
×

= -
u u

P I  (1.31) 

其中 u 是一个任意的实矢量，
2

/ 2H = u 。可以证明 P 是正交归一矩阵， 2 =P I ，

1 T-= =P P P 。 

Householder 算法的基本原理如下。第一步操作时，取 1=u x x em ，其中x是A的第

一列， ( )1 1,0, ,0
T=e L ，则 

 
( ) ( )2

1

1 2

1

1

2

2 2

T x

H x

×
× = - × × = -

= ±

u x xu
P x x x x e x x

x x

x e

m
m

m  (1.32) 

也就是说这样定义的P对x的操作会使得除了第一个元素外的所有元素都成为 0，从而对矩

阵A的第一步转换操作结果 

 

11 1

1

0 0

0

0

T

a k

k

¢ = × × = × ×

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

A P A P P A P

L

M

 (1.33) 

其中空白处矩阵元的值无关紧要， 1
2

N

i
i

k a
=

= ±å 。第二步操作时，取u的前两个矩阵元为 0，

后面的矩阵元是A的第二列的值，则第二步操作完毕时，本征矩阵的形式为 
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11 1

1 22 2

2

0 0 0

0 0

0

0 0

0 0

a k

k a k

k

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

¢¢ = ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

A

L
L

M M

 (1.34) 

显然，按照这个算法操作 2N - 次后，就得到了A对应的三对角矩阵。 

Householder 的算法实际实现时还要做如下改进。首先令 

 

2

T

H

H

×
º

×
º -

A u
p

u p
q p u

 (1.35) 

则 

 T T¢ = × × = - × - ×A P A P A q u u q  (1.36) 

上式是程序实现时真正使用的计算公式。操作顺序也不是从第一个矩阵元开始，而是在第 m

步（ 1,2, , 2m N= -L ）时令 

 ( )1 2 , 2 , 1, , , , , 0, ,0T
i i i i i ia a a a s- -= ±u L L  (1.37) 

其中 1 , 1, ,3i N m N Nº - + = - L ， 2 2
1 , 1i i ia as -= + +L 。其中 s 前面的符号取为和 , 1i ia - 的

相同以减少数值截断误差。程序实现时的各个变量计算顺序为 , , , , , ,H Ks ¢u p q A 。在第m

步时A的最后 1m - 行和列的值为 0。如果得到的三对角矩阵对应的本征矢量矩阵为 0Q ，

则A对应的本征矢量矩阵为 1 2 2 0N-= ×Q P P P QL 。 

 

1.4. 三对角矩阵的本征值和本征矢量 

得到三对角矩阵后，如果只需要知道少部分的本征值和本征矢量，可以用方程求根的方

法进行求解，否则用 QR/QL 算法会更有效。 

QR/QL 算法基于以下事实：任意一个实矩阵A可以分解成一个正交矩阵Q和一个上三

角矩阵R的乘积 
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 = ×A Q R  (1.38) 

等价地，也可以是一个正交矩阵Q和一个下三角矩阵L的乘积 

 = ×A Q L  (1.39) 

以下只讨论 QL 算法，QR 算法同理。因为Q是正交矩阵，所以有 

 T= ×L Q A  (1.40) 

从而有 

 T¢ = × ×A Q A Q  (1.41) 

即可以用Q对A进行正交变换。QL 算法循环执行以下操作直至A成为对角矩阵： 

 ( )1

s s s

T
s s s s s s+

= ×

= × = × ×

A Q L

A L Q Q A Q
 (1.42) 

即在第 s步对A矩阵进行 QL 分解（有专门的算法，对于三对角矩阵的复杂度为 ( )O N ），

再由L矩阵和Q矩阵得到新的A。可以证明循环操作的结果会使得A最终对角化。 

算法实现时还有一些提高效率的改进方法，参见 W. H. Press et al., 477-481 页。 

 

1.5. 厄密矩阵的求解 

对复数矩阵元组成的厄密矩阵的求解，一种思路是把 Jacobi 算法或者 Householder+QL

算法推广到复数形式。另一种思路是把复数矩阵转换成一个实对称矩阵，从而对实对称矩阵

的算法可以直接用于对厄密矩阵的求解。如果厄密矩阵是 i= +C A B，则 N N´ 的复矩阵

本征问题可以写成 

 ( ) ( ) ( )i i il+ × + = +A B u v u v  (1.43) 

等价于2 2N N´ 的实对称矩阵本征问题 

 l
æ ö æ ö æ ö

×ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

A -B u u
=

B A v v
 (1.44) 

因为C是厄密的，所以 ,T T= = -A A B B，因此上式中的大矩阵是实对称阵。如果C的本

征值是 1 2, , , Nl l lL ，则上式的本征值是 1 1 2 2, , , , , ,N Nl l l l l lL ，对应的本征矢量是 i+u v
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和 ( )i i+u v ，所以求解式(1.44)得到本征值和本征矢量后，只要隔一个取一个值和矢量就可

以得到C的本征解。这一方法比直接用复数形式求解要慢一倍和多一倍的存储空间。 

 

非对称矩阵的解法不在此介绍，有兴趣可以参看 W. H. Press et al., 482-493 页。 

 


