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热力学与统计物理 
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2020 年 9 月 24 日 

四、经典统计的系综理论 

4.1．经典统计物理的基本概念 

经典统计物理的基础是分子运动论，即认为热量在微观层面上的机制是分子热运动对应

的动能，否定了特殊的能量形式“热能”的存在。当然，统计物理的理论框架不限于描述原

子分子组成的体系。广义地说，统计物理是“多体的物理”，只要是存在相互作用的多体体

系，原则上就可以运用统计物理的原则进行研究。对于热力学而言，统计物理是联系微观作

用和宏观热力学性质的桥梁。 

4.1.1．微观状态的经典描写 

微观状态的经典描写以经典力学为基础，通常采用正则形式，即用广义坐标与广义动量

来描写。子系是组成宏观物体的基本单元，如果子系有 r个自由度，则需要 r个广义坐标和

相应的 r个广义动量进行描写。例如三维空间中的质点需要3个坐标和 3个动量进行描写，其

能量表达式为 

 ( )
2

2 2 21
2 2x y z

pp p p
m m

ε = + + =   (4.1) 

而一维谐振子自由度为 1，则需要 1 个坐标和 1 个动量进行描写，其能量表达式为 

 
2

2 21
2 2
p m x
m

ε ω= +   (4.2) 

从几何表示的角度看，描述子系的变量张成的 2r 维空间称为子相空间或者 µ 空间，子

相体元就是子系运动状态的微商描述： 

 1 1d d d d dr rq q p pω =     (4.3) 

对于有 N 个子系的体系，s rN≡ 个广义坐标和 s个广义动量张成的空间称为相空间或者Γ空

间，而相体元为 

 d d ds sq pΩ =   (4.4) 

经典力学框架下，微观状态可以连续变化，相应的力学量的取值也可以连续变化。 

4.1.2．统计性质和规律 

宏观性质是可以直接或者间接通过宏观观测来确定的物理量，包括热力学变量（如密度、

压强等）、热力学函数（内能、熵等）以及传统热力学中不出现的可观测量（如气体分子的

速度分布、流体的密度涨落关联函数、磁系统的自旋密度涨落关联函数等）。统计物理的基

本观点是：宏观量是相应微观量的统计平均值。宏观观测的特点是：空间尺度上宏观小、
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微观大，时间尺度上宏观短微观长，这样每一次宏观测量都对应于大量的存在涨落的微观态。 

由微观粒子运动的瞬时量作平均可以直接得到的热力学量有： 

1）动能：每个粒子的动能的叠加 

 2
k

1

1
2

N

i i
i

U m
=

= ∑ v  (4.5) 

2）温度：系统动能的平均 
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1B

1 N

i i
i

T m
dNk =

= ∑ v  (4.6) 

其中 d 是空间维数。 

3）势能：每个粒子上势能的叠加 

 p p
1

N

i
i

U = U
=
∑  (4.7) 

4）内能：体系的内能等于所有粒子的动能加势能 
 K PU U U= +   (4.8) 

4）压强：由维里力计算得到 

 B 1
ij ij

i< j

k TNp =
V dV

+ ∑ f r  (4.9) 

不能直接得到的热力学量可以由热力学关系计算得到。  

经典的力学规律的表述为在一定的初始条件下，某一时刻系统必然处于一个确定的运

动状态，而统计规律表述为在一定的宏观条件下，某一时刻系统以一定的几率处于某一微

观运动状态。系统宏观状态与微观状态之间的几率性产生的原因有：（1）有限的几个确定的

宏观热力学量并不能完全确定数量巨大（~1023）的微观状态数；（2）环境与系统不可避免

地存在相互作用，从而导致微观状态出现随机性。需要强调的是，联系宏观与微观的统计规

律是基于微观运动力学规律的，二者并非相互独立或者相互排斥。 

4.1.3．统计系综的基本概念 

对于自由度为 s的力学系统，其微观状态用 2s 个变量，即 s个广义坐标和 s个广义动量

描写： 

 1 1, , , , ,s sq q p p    (4.10) 

系统的某一个确定的微观状态对应于相空间中的一个点（代表点），系统微观状态随时间的

变化遵从正则运动方程： 
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  (4.11) 

其中 H 是体系的哈密顿量。由式(4.11)决定的体系微观状态随时间的变化在相空间中所描绘

的轨迹称为相轨道。对于保守力学系统（ H 不显含时间），相轨道的运动方向完全由

( )1, , sq p   决定，因此经过相空间中任何一点只能有一条相轨道，即在相空间中由不同初态

出发的相轨道彼此间不可能相交。 

在一定的宏观状态下，某一微观状态出现的几率是确定的，可以写为 

 ( ), , d d 1f q p t q p =∫   (4.12) 

其中 { }1 2 3, , , Nq q q q≡  ， { }1 2 3, , , Np p p p≡  。一个宏观量的值等于相应的系综平均 

 ( )
( ) ( )

( )
, , , d d

, , d d

A q p f q p t q p
A t

f q p t q p
= ∫

∫
  (4.13) 

系综是假想的、和所研究的体系性质完全相同的、彼此独立、各自处于某一微观状态

的大量系统的集合。 

4.1.4．刘维尔（Liouville）方程 

对于 N 个粒子的经典孤立系统，其不含时的哈密顿量 ( ),H q p 满足哈密顿方程

（Hamilton’s equations）： 

 , , 1, ,3i i
i i

H Hq p i N
p q

∂ ∂
= = − =

∂ ∂
 


  (4.14) 

在体积为 pV 的相空间子集内，系统的微观状态个数为 

 ( ) ( )
p

, , d d
V

n t M f q p t q p= ∫   (4.15) 

其中 M 是相空间总的微观状态数。其随时间的变化率为 

 
( )

p

, ,d d d
d V

f q p tn M q p
t t

∂
=

∂∫   (4.16) 

另一方面，因为系统总的微观状态数不变，所以该子集内微观状态数的变化等于流入该子集

的粒子数： 

 ( )( )
p

p
d , , d d
d
n M f q p t q p
t Σ

= − ⋅∫ u n


  (4.17) 
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其 中 pΣ 是 pV 代 表 的 相 空 间 子 集 的 面 积 ， pn 是 pΣ 的 对 外 法 向 量 ，

{ }1 3 1 3, , , , ,N Nq q p p=u    

  是 6N 维的广义速度。根据高斯定律，面积分可以写成等效的

体积分 

 ( )
p

d d d
d V

n M f q p
t

= − ∇ ⋅∫ u   (4.18) 

比较式(4.16)和式(4.18)，可得局域守恒方程 

 ( ) 0f f
t

∂
+ ∇ ⋅ =

∂
u   (4.19) 

使用哈密顿方程式(4.14)，有 
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= =
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   ∂ ∂∂ ∂
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 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

∑ ∑

∑

u
 

 

 

  (4.20) 

再次使用哈密顿方程式(4.14)，式(4.19)成为刘维尔方程 

 
3

1
0

N

i i i i i

f H f H f
t p q q p=

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑   (4.21) 

定义泊松括号{ }
3

1
,

N

i i i i i

H f H fH f
p q q p=

 ∂ ∂ ∂ ∂
≡ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ，有 

 { },f H f
t

∂
= −

∂
  (4.22) 

上式就是刘维尔方程。 

局域守恒方程式(4.19)还可以写成 

 0f f f
t

∂
+ ⋅∇ + ∇ ⋅ =

∂
u u   (4.23) 

由哈密顿方程式(4.14)，有 

 0, 1,2, ,i i

i i

q p i f
q p

∂ ∂
+ = =

∂ ∂
 

   (4.24) 

因此 0∇ ⋅ =u ，而物质微分（或称流体动力学微分）定义为 
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d
dt t

∂
= + ⋅∇

∂
u   (4.25) 

由此可以把刘维尔方程写成等价的形式 

 
d 0
d
f
t

=   (4.26) 

根据上式，可以把相空间中的微观状态代表点类比成不可压缩流体，即随时间流动时流体的

密度保持不变。 

刘维尔定理可以表述为：系综的几率密度（或代表点密度）在运动中不变。刘维尔定

理成立的条件是：系统是保守系，即 H 不显含时间，并且要求在所考查的时间内系统不受

外界作用的干扰。注意刘维尔定理的证明中只用到了正则运动方程，因此是力学定律的推论，

而且刘维尔定理是时间反演对称的，所以单纯依靠刘维尔定理不能够得出描述宏观状态与微

观状态之间联系的统计规律。 

4.1.5．各态历经 

各态历经是只要系统演化无穷长时间，总有几率（无限接近）历经势能面上的所有点。

玻尔兹曼试图把统计物理完全建立在力学的基础上，提出了各态历经假说：对于孤立的保守

力学系统，只要时间足够长，从任一初态出发，都将经过能量曲面上的一切微观状态。如

果该假说成立，则等几率原理或微正则系综的统计分布可以从刘维尔定理推导出来，并且可

以证明力学量沿相轨道的长时间平均等于对微正则系综的系综平均。后来，埃伦菲斯特提出

放松一些要求的准各态历经假说：一个力学系统在足够长时间的运动中，它的代表点可以

无限接近于能量曲面上的任何点。但是这两个假说都被数学上证明是不成立的。 

但是对于实际的宏观孤立系统，各态历经是实验中观测到的实际现象。目前的解释是实

际的宏观系统不可能绝对“孤立”，总存在宏观上极其微弱的干扰，足以改变系统的微观状

态，从而在很长时间内将代表点从原来的相轨道移到另一条相轨道上运动，从而在（微观上）

足够长的时间内代表点历经了很多相轨道以跑遍所有微观态。各态历经保证了一个宏观热力

学量 A的时间平均 

 ( )
0

1lim d
T

T
A A t t

T→∞
≡ ∫   (4.27) 

与其系综平均式(4.13)相等。 

4.1.6．等几率原理 

等几率原理表述为：对于处于平衡态下的孤立系，系统的各个可能的微观状态出现的

几率相等。等几率原理目前还不能从理论上证明，但是基于等几率原理建立的平衡态统计理

论及其一切推论都经受了实验的检验。 
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4.2．经典微正则系综 

4.2.1．微正则系综的分布和熵  

微正则系综就是孤立系统的系综，也被称为 NVE 系综，即粒子数 N 、体积V 和能量E
都守恒。根据各态历经和等几率原理，处于微正则系综的系统的单一能量对应于数量巨大的

简并的微观态，简并数为 ( ), ,N V EΩ ，且这些微观态出现的几率相等，即 ( ) 1,f q p
Ω

 是均

匀分布。以下由等几率原理证明微正则系综的熵等于 

 ( ) ( )B, , ln , ,S N V E k N V E= Ω   (4.28) 

其中玻尔兹曼常数 23
B 1.38 10 J / Kk −= × 。该熵的表达式是一个特性函数，从它可以推导出该

系统所有的热力学函数。 

考虑一个能量为 E 、微观状态数为Ω 的大孤立系统达到热平衡后，可以分割成两个能

量分布为 1E 和 2E 、微观状态数分布为 1Ω 和 2Ω 的孤立系统，这两个系统依然处于热平衡，

但是统计独立。分割时做如下两点考虑：（1）微观粒子具有全同性，交换两个粒子并不产生

新的微观态；（2）由粒子相互作用的局域性，分割时减少的两部分粒子间相互作用在系统趋

于热力学极限（即粒子数 N → ∞ ，体积V → ∞，但是 /N Vρ ≡ 保持不变）时可以忽略不计。

考虑这两点后，分割后的两个孤立系统和原系统是线性可加的关系。 
因为能量是广延量，有 

 1 2E E E= +   (4.29) 

任意选定大系统中的某个相点 a由系统 1 中的相点 1a 和系统 2 中的相点 2a 组成，因为两个

孤立系统统计独立，有 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2f a f a f a=   (4.30) 

根据等几率原理，上式成为 

 
1 2

1 1 1
= ⋅

Ω Ω Ω
  (4.31) 

因此得到 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2E E EΩ = Ω Ω   (4.32) 

在固定大孤立系统的 E 和Ω 的基础上对 1E 做虚变动，由式(4.29)得 

 1 2E Eδ δ= −   (4.33) 

由式(4.32)得 
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 1 2 2
2 1

1 2 1

0E
E E E

δ δ δ
δ δ δ
Ω Ω

Ω + Ω =   (4.34) 

上式代入式(4.33)并在两边除以 1 2Ω Ω ，得到 

 1 2

1 2

ln ln
E E

δ δ
δ δ

Ω Ω
=   (4.35) 

因为两个孤立系统依然处于热平衡，有 

 1 2
1 2

1 2, ,V N V N

E ET T
S S

   ∂ ∂
= ⇒ =   ∂ ∂   

  (4.36) 

以上两式进行比较，可知 ~ lnS Ω ，得证。 

4.2.2．信息熵 

信息熵（information entropy）也叫统计熵（statistical entropy）。令 , 1,2, ,mP m M=  是

M 个离散事件发生的概率，则 

 
1

0, 1
M

m m
m

P P
=

≥ =∑   (4.37) 

定义该概率分布的信息熵为 

 [ ]
1

ln
M

m m
m

S P P P
=

= −∑   (4.38) 

信息熵的两个极端情形： 

（1） 当只有一个确定发生的事件，即 1 1, 0 ( 2)mP P m= = ≥ 时，信息熵取最小值 [ ] 0S P = ； 

（2） 当所有事件出现的概率相等，即
1

mP
M

= 时，信息熵取最大值 [ ] lnS P M= 。 

所以，概率分布中的信息越少，信息熵越大，即信息熵刻画了一个事件统计特性中的信息

缺乏程度。 

以下用拉格朗日未定乘子法证明 

 [ ]0 lnS P M≤ ≤   (4.39) 

证明：对于 

 [ ] [ ] 1m
m

S P S P Pλ  
= − − 

 
∑   (4.40) 

求极值 

 [ ]ln 1 0m
m

S P
P

λ∂
= − + + =

∂



  (4.41) 
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上面的方程组只有当所有 mP 都相等时才能满足，因此当所有
1

mP
M

= 时 [ ]S P 取最大值 ln M 。

又因为某个 1mP = 时 [ ]S P 可以取到非负的最小值 0，所以有 [ ]0 lnS P M≤ ≤ 。证毕。 

4.2.3．微正则系综下的经典理想气体 

下面计算微正则系综下经典理想气体的热力学函数。哈密顿量为 

 
23

1 2

N
i

i

pH
m=

= ∑   (4.42) 

假设系统的能量有极其微小的涨落 0E
E

∆
→ ，使得系统的能量处在区间 ( ),E E E+ ∆ ，则微观

状态数 

 ( ) 3
d d, ,

! N
E H E E

q pN V E
N h≤ ≤ +∆

Ω = ∫   (4.43) 

其中 346.63 10 J sh −= × ⋅ 是普朗克常数，作为经典相空间体积进行离散化的最小单位（量子极

限）， !N 源自于微观粒子的全同性原理，粒子交换不产生新的微观态。现在考虑相空间球

体里的微观状态数 

 ( ) 3
1, , d d
! N

H E

N V E q p
N h ≤

Σ = ∫   (4.44) 

因为哈密顿量与坐标无关，可以把坐标变量积分出来，得到 

 ( ) 3, , d
!

N

N
H E

VN V E p
N h ≤

Σ = ∫   (4.45) 

令 2i ip x mE= ， ix 无量纲，则上式化为 

 

( ) ( )

( )

3
2

1

3 /2
13

1

3 /2
3

, , 2 d d
!

2
!

N

i
i

N
N

NN

x

N
N

N

VN V E mE x x
N h

VK mE
N h

=

≤

Σ =

∑

=

∫ ∫ 

  (4.46) 

其中
3

2

1

1

1

d d
N

i
i

N

x

K x x

=

≤

≡

∑
∫ ∫  是 3N 维空间的单位球体的体积，是与 , ,N V E 无关的无量纲常数。 

以下通过对积分 ( )3

1 exp d d
! N E q p

N h
β−∫ 的两种算法确定 K 的数值，其中 β 为正实数，

量纲是能量的倒数。一种算法是 

 ( ) ( ) ( )3 0

1 exp d d exp d
! N E q p E E E

N h
β β

∞
′− = − Σ∫ ∫   (4.47) 
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其中 ( ) ( )d
d

E
E

E
Σ

′Σ = 是系统的态密度。对式(4.46)求微商并代入上式，得到 

 
( ) ( ) ( )3 /2 1 3 /2 1

3 3 0

3 /2 3 /2

3 3

1 exp d d 3 2 exp d
! !

2 3 3 2 3 !
! 2 2 ! 2

N
N N

N N

N NN N

N N

VE q p K Nm m E E E
N h N h

V m N N V m NK K
N h N h

β β

β β

∞− −− = −

      = Γ =      
      

∫ ∫
  (4.48) 

其中特殊函数 ( ) ( )1

0
exp dzz x x x

∞ −Γ = −∫ ，且当 z 是自然数时，有 ( ) ( )1 !z zΓ = − 。 

另一种算法是把哈密顿量的表达式直接代入，得到 

 

( )
23

3 3
1

23

3
1

3 /2

3

1 1exp d d exp d d
! ! 2

exp d
! 2

2
!

N
i

N N
i

N N
i

iN
i

NN

N

pE q p q p
N h N h m

pV p
N h m

V m
N h

β β

β

π
β

=

∞

−∞
=

 
− = − 

 
 

= − 
 

 
=  

 

∑∫ ∫

∏∫   (4.49) 

比较两个结果，可以得到 

 
3 /2

3 !
2

N

K
N

π
=

 
 
 

  (4.50) 

因此 

 ( ) ( )3 /2

3
, , 2

3! !
2

N
N

N

VN V E mE
NN h

πΣ =


 
 

  (4.51) 

 ( ) ( )3 /2

3

3, , 2
3 2! !
2

N
N

N

V NN V E mE
N EN h

π′Σ =


 
 

  (4.52) 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )E E E E E E′Ω = Σ + ∆ − Σ ≈ Σ ∆ ，所以 

 ( ) ( )3 /2

3

3, , 2
3 2! !
2

N
N

N

V N EN V E mE
N EN h

π ∆
Ω =


 
 

  (4.53) 

使用斯特林公式 ( )ln ! ln 1m m m≈ − ，得 

 ( )
3/2

2

4 5 3ln , , ln ln ln
3 2 2

V mE N EN V E N N N
N h N E

π ∆   Ω ≈ + + +   
   

  (4.54) 

因为 E 是广延量，当 N → ∞ 时，最后一项可以忽略，因此理想气体的熵 

 ( ) ( )
3/2

B B B B2
4 5, , ln , , ln ln
3 2

V mES N V E k N V E Nk Nk Nk
N h N

π = Ω = + + 
 

  (4.55) 
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从熵的表达式出发，可以得到其他热力学函数。由热力学基本微分方程： 

 1d d d dpS E V N
T T T

µ
= + −   (4.56) 

得到 

 

B
,

B
,

3/22

B
, B

1 3
2

ln ln
2

V N

E N

E V

S E Nk T
E T

S p pV Nk T
V T

S N hk T
N T V mk T

µ µ
π

∂  = ⇒ = ∂ 

∂  = ⇒ = ∂ 

 ∂  = − ⇒ = +    ∂    

  (4.57) 

由上三式，可以将熵用 , ,N V T 表示成 

 ( ) B
B B B 2

3 3 5 2, , ln ln ln
2 2 3

V mkS N V T Nk T Nk Nk
N h

π  = + + +     
  (4.58) 

4.3．经典正则系综 

4.3.1．玻尔兹曼分布  

正则系综的系统与大热源接触达到平衡，也被称为 NVT 系综，即体积V 与粒子数 N 保

持恒定，与具有确定温度T 的大热源有能量交换，因而系统能量U 是变量。注意给定的能

量态对应数量巨大的简并的微观状态。以下从微正则系综的结果出发推导得到正则系综的几

率分布和热力学函数表达式。 

把具有能量 1E 的大热源和能量U 的正则系综系统组成的整个系统看作处于微正则系综

下的孤立系统，忽略体系与大热源之间的相互作用能，则整个系统的能量 1E E U= + ，对应

微观态数目为 ( )EΩ 。正则系综的系统与大热源相比可以看作无穷小的系统，因此大热源也

可以近似看作处于微正则系综，对应的微观态数目为 ( ) ( )1E E UΩ = Ω − 。大热源是微正则系

综，其微观状态是等几率分布的，因此正则系综的系统处于能量态U 的几率正比于大热源

处于能量态 E U− 的简并微观状态的数目 ( ) ( ) ( )=f U f E U E U− ∝ Ω − 。为了使最终计算结

果不依赖于微观状态的绝对数目，除以一个常数 ( )EΩ ，可以把系统的能量态几率写为 

 ( ) ( )
( )

1

N

E U
f U

Z E
Ω −

=
Ω

  (4.59) 

其中 NZ 是几率归一化因子，称作配分函数。把微正则系综熵的表达式 B lnS k= Ω 代入上式，

得到 
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 ( ) ( ) ( )
B

1 exp
N

S E U S E
f U

Z k
− − 

=  
 

  (4.60) 

因为U 和 E 相比极小，上式可以作泰勒展开： 

 ( )
, , 0B

1 1exp
N V UN

Sf U U
Z k E →

 ∂ = −  ∂  
  (4.61) 

根据热力学基本微分方程，有 

 
,N V

ET
S

∂ =  ∂ 
  (4.62) 

把式(4.62)代入式(4.61)，得到概率密度分布为玻尔兹曼因子 

 ( ) ( )1 exp
N

f U U
Z

β= −   (4.63) 

其中
B

1
k T

β ≡ 。 

对于连续空间的粒子系统，正则系综的配分函数 

 ( ) ( )( )3

1, exp , d d
!N NZ V T U q p q p

N h
β= −∫   (4.64) 

该几率分布就是玻尔兹曼分布。 

对于离散情形，系统处于能量为 sU 的离散态 s的几率为玻尔兹曼因子： 

 ( )1 exps s
N

f U
Z

β= −   (4.65) 

其中配分函数 

 ( )expN s
s

Z Uβ= −∑   (4.66) 

如果上述积分或者求和不是对微观状态，而是其他参量，需要对玻尔兹曼因子乘上简并

度。例如把微观状态的相空间投影到能量U 的维度上，则连续情形的配分函数 

 ( ) ( )exp dNZ g U U Uβ= −∫   (4.67) 

离散情形 

 ( ) ( )expN
U

Z g U Uβ= −∑   (4.68) 

4.3.2．配分函数与热力学量 

如果知道配分函数的确切表达式，正则系综下系统的所有热力学量就可以计算得到。内

能 

 
ln NZU

β
∂

= −
∂

  (4.69) 
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对应于广义坐标 y 的广义力 

 
( ) 3

1 d d 1 1exp
!

ln1

N
N

N N

N

ZU q pY U
Z y N h Z y

Z
y

β
β

β

∂ ∂
= − = − ∂ ∂ 

∂
= −

∂

∫
  (4.70) 

特别地，压强 

 
ln1 NZp

Vβ
∂

=
∂

  (4.71) 

熵的表达式推导如下：从热力学基本微分方程出发，有 

 

( ) B

B

ln1 1d d dy d ln dy

d ln ln

N
N

N N

ZS U Y k Z
T y

k Z Z

β
β β

β
β

  ∂  ∂
= − = − +   ∂ ∂    

  ∂
= −  ∂  

  (4.72) 

因此 

 B
lnln N

N
ZS k Z β

β
 ∂ 

= −  ∂  
  (4.73) 

自由能 

 
1 ln NF U TS Z
β

≡ − = −   (4.74) 

另一方面，熵和压强也可以用自由能表示： 

 B B
, ,

lnln N
N

N V N V

ZFS k Z k
T

β
β

∂ ∂ = − = −   ∂ ∂   
  (4.75) 

压强 

 
, ,

ln1 N

N T N T

ZFp
V Vβ

∂∂   = − =   ∂ ∂   
  (4.76) 

化学势 

 
, ,

ln1 N

V T V T

ZF
N N

µ
β

∂ ∂ = = −  ∂ ∂   
  (4.77) 

热容 

 
2

2
B 2

, ,

ln N
V

N V N V

ZUC k
T

β
β

 ∂∂ = =   ∂ ∂   
  (4.78) 

配分函数有以下几点特征： 

（1） 给定了系统哈密顿量，就可以写出配分函数的形式，但是除了极其简单的情况，配

分函数一般没有解析解。 
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（2） 一旦确定了配分函数作为给定的系统变量（如 , ,N V T ）的函数，就可以计算出平衡

态系统的所有热力学量。 

（3） 配分函数是连续函数，但是不一定可导。不可导处对应于相变点。 

（4） 因为配分函数的核心是 e 指数的玻尔兹曼因子，所以可以在模拟中进行重要性采样，

即采样势能面上对配分函数贡献最大的部分（对应于小能量态），而未采到的部分（对

应于大能量态）对配分函数的贡献可以忽略。 

 

因为处于正则系综的系统与大热源有能量交换，所以系统的能量有涨落。因为 

 

( )

( )

2
2 2

2
,

, ,

2

,

1 1exp d d

1 1ln

N

N N N V

N N N
N NN V N V

N V

ZU U U q p
Z Z

Z Z U Z
Z Z

U
U

β
β

β β β

β

 ∂
= − =  ∂ 

   ∂ ∂ ∂
= = −   ∂ ∂ ∂   

∂ 
= −  ∂ 

∫

  (4.79) 

所以能量的绝对涨落 

 ( )2 22 2 2
B B

, ,
V

N V N V

U U
U U U U k T k T C

Tβ
 ∂   ∂ 

− = − = − = =   
∂ ∂   

  (4.80) 

能量的相对涨落为 

 
( )2

2 1~ ~B V
U U k T C N

U U N N

−
=   (4.81) 

上式利用了热容 VC 与能量 U 作为广延量正比粒子数 N 的性质。 

4.3.3．正则系综下的经典理想气体 

经典理想气体的内能为 

 
2

1 2

N
i

i

pU
m=

= ∑   (4.82) 

代入玻尔兹曼分布式(4.64)，得到配分函数 

 

2

3
1

2

3
1

3 /2

3 3

1 exp d d
! 2

1 1 d exp d
! 2

2
! !

N
i

N N
i

N
i

i i
i

NN N

N N
T

pZ q p
N h m

pq p
N h m

V m V
N h N

β

β

π
β λ

=

=

 
= − 

 
  

= −  
  

 
= = 

 

∑∫

∏ ∫ ∫   (4.83) 
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其中理想气体热波长
B2T

h
mk T

λ
π

= 。从而 

 B
3ln
2NU Z Nk T

β
∂

= − =
∂

  (4.84) 

表明理想气体的内能等于所有粒子的动能之和。压强 

 B
1 1ln Np Z Nk T

V Vβ
∂

= =
∂

  (4.85) 

就是理想气体的物态方程。熵 

 
B

B
B B B 2

ln ln

3 3 5 2ln ln ln
2 2 3

N NS k Z Z

V mkNk T Nk Nk
N h

β
β

π

 ∂
= −  ∂ 

 = + + +     

  (4.86) 

与微正则系综的结果式(4.58)完全相同。其他热力学函数也都可以通过配分函数求出。 

4.3.4．正则系综下的经典非理想气体 

对于二体相互作用的点粒子组成的非理想气体，总能量为 

 ( ) ( ) ( )K p,U q p U p U q= +   (4.87) 

其中动能 

 ( )
2

K
1 2

N
i

i

pU p
m=

= ∑   (4.88) 

势能 

 ( ) ( )
1

p
1

N N

ij
i j i

U q rφ
−

= >

= ∑∑   (4.89) 

ij i jr = −r r 是粒子 i 和 j 之间的距离。因为动能与坐标无关，配分函数可以写成两部分积分： 

 
( )( )

( )

3

3

1 exp , d d
!

1 ,
!

N N

N
T

Z U q p q p
N h

Q V
N

β

β
λ

= −

=

∫
  (4.90) 

其中动能部分参照理想气体配分函数进行积分（少了 NV 因子），势能部分积分 

 ( ) ( )
1

3 3
1

1

, exp d d
N N

ij N
i j i

Q V rβ β φ
−

= >


≡ − 

 
∑∑∫ ∫ r r    (4.91) 

称为位形配分函数或者位形积分。 
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除了极少数系统，一般位形积分并不能严格求解，以下介绍用维里展开法进行近似求解

稀薄非理想气体的位形积分。首先将位形积分改写成 

 ( )( )
1

3 3
1

1

exp d d
N N

ij N
i j i

Q rβφ
−

= >

= −∏∏∫ ∫ r r    (4.92) 

因为当 0ijr → 时， ( )ijrφ 发散，所以定义处处有限的 

 ( ) ( )( )exp 1ij ijf r rβφ≡ − −   (4.93) 

把位形函数改写成 

 ( )( )
1

3 3
1

1

1 d d
N N

ij N
i j i

Q f r
−

= >

= +∏∏∫ ∫ r r    (4.94) 

对于稀薄气体，分子间相互作用引起的修正不太大，从而可以把 ( )ijf r 当作小量展开： 

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

3 3
1

1 1 1

1 d d
N N N N N N

ij ij i j N
i j i i j i i j i

Q f r f r f r
− − −

′ ′
′ ′= > = > = >


= + + + 

 
∑∑ ∑∑∑∑∫ ∫ r r     (4.95) 

只保留前两项，得到 

 
( )

( ) ( )

1
3 3

1
1

2 3 3
12 1 2

1 d d

1
d d

2

N N

ij N
i j i

N N

Q f r

N N
V V f r

−

= >

−


≈ + 

 
−

= +

∑∑∫ ∫

∫∫

r r

r r

 

  (4.96) 

因为 ( )f r 是短程力，可以把 ( )1 2,r r 坐标近似变换成两个无关联的坐标 ( ), ′r r ，其中 r 是粒子

的坐标点， ′r 是位置空间内的任意坐标，从而 

 ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3
12 1 2d d d d df r f r V f r′≈ =∫∫ ∫ ∫ ∫r r r r r   (4.97) 

位形积分成为 

 ( )
2

31 d
2

N NQ V f r
V


≈ + 

 
∫ r   (4.98) 

取对数并对含积分项作级数展开，得到 

 ( ) ( )
2 2

3 3ln ln ln 1 d ln d
2 2
N NQ N V f r N V f r
V V

 
= + + ≈ + 

 
∫ ∫r r   (4.99) 

从而压强 
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 ( ) 3B

, ,

1 1ln ln 1 d
2N

N T N T

Nk T Np Z Q f r
V V V Vβ β
∂ ∂     = = = −     ∂ ∂     ∫ r   (4.100) 

与维里展开形式 

 B 2 3
21Nk T B Bp

V V V
= + + + 

 
   (4.101) 

比较，得到第二维里系数的表达式为 

 ( ) ( )3 2
2 d 4 d

2 2
N NB f r f r r rπ= − = −∫ ∫r   (4.102) 

给出二体作用势 ( )rφ 就可以求出第二维里系数，进而得到稀薄非理想气体的配分函数。 

原子间的范德瓦尔斯力一般用 Lennard-Jones（L-J）势表示： 

 ( )
12 6

4r
r r
σ σφ ε

   = −        
  (4.103) 

这里用带吸引力的硬球势作为对 L-J 势的近似来计算第二维里系数： 

 ( ) 6

4

r
r

r
r

σ
φ σε σ

+∞ <
=   − ≥  

 

  (4.104) 

相应的 

 ( ) 6

1

exp 4 1

r

f r
r

r

σ

σεβ σ

− <


 =    − ≥      

  (4.105) 

对于稀薄气体，可以做高温展开： 

 
6 6

exp 4 1 4
r r
σ σεβ εβ

   ≈ +        
  (4.106) 

上两式代入式(4.102)，得到 

 
3 3

2
B

2 4
3 3

B N
k T

σ σπ ε


= − 
 

  (4.107) 

令 

 

3

3

2 4
3

2
3

a

b

π σ ε

π σ

≡

≡
  (4.108) 

则第二维里系数表达为 

 2
B

NaB Nb
k T

= −   (4.109) 

代入式(4.101)，得到压强 
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2

B
21Nk T Nb N ap

V V V
= + − 

 
  (4.110) 

因为稀薄气体 Nb V ，有 

 
2

B
2

1

Nk T N ap
Nb VV
V

≈ −
 − 

 

  (4.111) 

上式就是范德瓦尔斯物态方程 

 ( )
2

B2
N ap V Nb Nk T
V


+ − =

 
  (4.112) 

维里展开法的高阶项会出问题，因此正确的高阶展开需要用到集团展开法。 

4.3.5．麦克斯韦速度分布率 

因为经典粒子系统的动量空间分布和坐标空间分布独立，所以其速度分布与理想气体相

同。由理想气体配分函数式(4.83)可知 

 ( ) ( )3/2 2 2 2

B B

, , exp
2 2

x y z
x y z

m v v vmf v v v
k T k Tπ

 + + 
 = −      

  (4.113) 

称为麦克斯韦速度分布函数。令粒子数密度
N
V

ρ ≡ ，则单位体积内，质心运动处于d d dx y zv v v

内的平均分子数为 

( ) ( )3/2 2 2 2

B B

d , , d d d exp d d d
2 2

x y z
x y z x y z x y z

m v v vmN f v v v v v v v v v
k T k T

ρ ρ
π

 + + 
 = = −      

 

 (4.114) 
  

上式就是麦克斯韦速度分布律。在球坐标下的表达式为 

 ( )
3/2 2

2

B B

, , d d d exp sin d d d
2 2

m mvf v v v v
k T k T

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ
π

   
= −   

   
  (4.115) 

对角度积分，得到 

 ( )
3/2 2

2

B B

d 4 exp d
2 2

m mvf v v v v
k T k T

π
π

   
= −   

   
  (4.116) 

最可几速率满足 

 
2

2

B

d exp 0
d 2

mvv
v k T

  
− =  

  
  (4.117) 

求解得到 

 B
m

2k Tv
m

=   (4.118) 
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平均速率 

 ( ) B
0

8d k Tv vf v v
mπ

∞
= =∫   (4.119) 

方均根速率 

 ( )2 2 B
s 0

3d k Tv v v f v v
m

∞
≡ = =∫   (4.120) 

4.3.6．能量均分定理 

能量均分定理：在满足经典极限的条件下，系统微观能量表达式中的每一正平方项的

平均值等于 B
1
2

k T 。以下从正则系综的玻尔兹曼分布出发证明该定理。 

对于正则系综下多粒子系统的一个独立子系，其微观瞬时动能表达式为 ( ) 2
K

1
2

E v mv= ，

则根据玻尔兹曼分布，相应的热力学宏观能量为 

 
( )

( )

2 2
2 2

0
0

K B
22

00

1 1exp d exp d1 12 2
1 2exp dexp d
2

mv mv v y y y
E k T

y ymv v

β

ββ

∞
∞

∞∞

 −  − = = =
  −− 
 

∫ ∫
∫∫

  (4.121) 

显然，对于势能中的每个正平方项，如一个独立子系的谐振子势 21
2

kx ，证明与上同。 

4.3.7. 径向分布函数（Radial Distribution Function） 

对于可以用二体相互作用描述的粒子系统，径向分布函数是最基本的结构性质。径向分

布函数是统计意义上给定中心粒子，在距离 r 处存在其他粒子的几率： 

 ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 1 22

1
, d d d exp , , ,N p N

N

N N
g E

Z
β

ρ
−

= −∫r r r r r r r r   (4.122) 

等价于 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 ij i j

i j i i j i

Vg r r r r
N

δ ρ δ δ−

≠ ≠

= − = −∑∑ ∑∑ r r  (4.123) 

其中 M 是采样的构型数， N 是粒子数， 3

N N
V L

ρ = = ， ( )
1 0
0 0

x
x

x
δ

      =
=        ≠

。 
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 一个系统的任意二体热力学函数都可以用 ( )g r 表示 

 ( ) ( ) ( )2

1, d d , ,i j i j i j i jA g A
V

= ∫r r r r r r r r  (4.124) 

或 

 ( ) ( ) ( ) 2

0

1 4 d
2ij

i j i
A A r N A r g r r rρ π

∞

>

= =∑∑ ∫  (4.125) 

例如，二体势体系的总能量 

 ( ) ( )2
B 0

3 2 d
2

E Nk T N r V r g r rπ ρ
∞

= + ∫  (4.126) 

压强 

 ( ) ( )2
B 0

3 d
2

pV Nk T N r w r g r rπ ρ
∞

= − ∫  (4.127) 

其中维里函数 ( ) ( )d
d

V r
w r r

r
= 。 

把径向分布函数做傅立叶变换，可以得到实验可测的结构因子。令波矢 ( )2 , ,x y zk k k
L
π

=k ，

定义 ( ) ( )
1

exp
N

i
i

k iρ
=

= ⋅∑ k r ，则结构因子定义为 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )2

0

1

ˆ ˆ1 1
sin1 4 d

S k k k
N

h k g k
krr g r r

kr

ρ ρ

ρ ρ

πρ
∞

≡ −

= + = +

= + ∫

 (4.128) 

其中 ( ) ( ) 1h r g r= − ，忽略了 0k = 处的δ 函数。 

4.4．经典巨正则系综 

4.4.1．巨配分函数与巨势 
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参照经典正则系综的推导方法，设巨正则系综下的系统粒子数为 N ，能量为U ，加上

大热源的孤立系统的总粒子数为 N ′，能量为 E ，则系统的几率密度为 

 ( ) ( )
( )

,1,
,

N N E U
f N U

N E
′Ω − −

=
′Ξ Ω

  (4.129) 

其中归一化因子Ξ 称为巨配分函数。代入微正则系综熵的表达式 B lnS k= Ω ，得到 

 ( ) ( ) ( )
B

, ,1, exp
S E U N N S E N

f U N
k

′ ′− − − 
= Ξ  

  (4.130) 

因为 ,U E N N ′  ，可以对熵做泰勒展开： 

 ( ) ( )
, ,

, ,
V N V E

S SS E U N N S E N U N
E N′

∂ ∂  ′ ′− − − ≈ − −   ′∂ ∂  
  (4.131) 

注意巨正则系综下的热力学基本微分方程扩展为 

 d d ddU T S p V Nµ= − +   (4.132) 

因此有 

 
, ,

1 ,
V N V E

S S
E T N T

µ
′

∂ ∂  = = −   ′∂ ∂  
  (4.133) 

式(4.130)成为 

 ( ) ( )( )1, expf U N U Nβ µ= − −
Ξ

  (4.134) 

其中巨配分函数 

 ( ) ( )( )( )3
0

1, , exp , d d
! N

N

V T U q p N q p
N h

µ β µ
∞

=

Ξ = − −∑ ∫   (4.135) 

令α βµ≡ − ，则巨配分函数可以写成正则系综配分函数 ( )( )3
1 exp , d d
!N NZ U q p q p

N h
β= −∫ 表

达的形式： 

 ( )
0

exp N
N

N Zα
∞

=

Ξ = −∑   (4.136) 

巨正则系综下的热力学函数可以用巨配分函数表示为： 

 
,

ln
V

N
βα

∂ = − Ξ ∂ 
  (4.137) 
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,

ln
V

U
αβ

 ∂
= − Ξ ∂ 

  (4.138) 

 
,

1 lnp
V α ββ
∂ = Ξ ∂ 

  (4.139) 

 B
, ,

ln ln ln
V V

S k
β α

α β
α β

  ∂ ∂ = Ξ − Ξ − Ξ    ∂ ∂    
  (4.140) 

 B B
,

ln ln
V

F k T k T
β

α
α
∂ = − Ξ + Ξ ∂ 

  (4.141) 

定义巨势（热力学势） 

 B lnF G F N k TµΨ ≡ − = − = − Ξ   (4.142) 

( ), ,V TµΨ 也是一个特性函数。 

因为 

 
2

22
2

, ,

1

V V

N
N N

β β
α α

 ∂  ∂
= Ξ = −   Ξ ∂ ∂   

  (4.143) 

所以粒子数的涨落为 

 ( )2 22
B

, ,V T V

N N
N N N k T

β
α µ

∂ ∂  
∆ = − = − =  ∂ ∂  

  (4.144) 

以下求解
,T V

N
µ

∂ 
 ∂ 

。利用热力学公式 

 d d ds T v pµ = − +   (4.145) 

其中比熵 /s S N= ，比容 /v V N= 。固定T ，两边对 v 求偏导，可得 

 
2

,,T T T NT V

Np pv V
v v V N V
µ µ ∂ ∂ ∂ ∂    = ⇒ − =     ∂ ∂ ∂ ∂     

  (4.146) 

所以 

 
2 2

2
,,

T
T NT V

N N NV
V p V

κ
µ

∂   ∂
= − = ∂ ∂  

  (4.147) 

其中 Tκ 为等温压缩系数，从而粒子数的相对涨落为 

 
( )2

B
2 T

N k T
VN

κ
∆

=   (4.148) 
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T 和 Tκ 都是强度量，因此粒子数的相对涨落 

 
( )2

1 1~ ~
N

N V N

∆
  (4.149) 

由 

 
2

22
2

, ,

1

V V

U
U U

α α
β β

 ∂  ∂
= Ξ = −   Ξ ∂ ∂   

  (4.150) 

得到能量的绝对涨落 

 ( )2 2
B

, ,V V

U U
U k T

T
α α

β
∂ ∂  

∆ = − =  ∂ ∂  
  (4.151) 

利用变数变换公式： 

 , , ,,

,,

V N V VT V

V
VT V

U U U N
T T N T

U N
C

N T

α α

α

∂ ∂ ∂ ∂    
= +     ∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂ ∂ 
= +  ∂ ∂  

  (4.152) 

以及 

 
, ,

ln ln
V V

N U
β αα β

∂ Ξ ∂ Ξ= − = −  ∂ ∂   
  (4.153) 

得到 

 
, , , ,

1

V V V T V

N U N U
T T

α β α
β α µ

∂ ∂ ∂ ∂      
= ⇒ =      ∂ ∂ ∂ ∂      

  (4.154) 

把式(4.152)和式(4.154)代入式(4.151)，得到 

 

( )

( ) ( )

2 2
B B

,,

2
B B

,, ,

2

2 2

,

V
T VT V

V
T VT V T V

NVT
T V

U U
U k T C k T

N

U U N
k T C k T

N N

U
U N

N

µ

µ

 ∂ ∂ 
∆ = +  ∂ ∂  

  ∂ ∂ ∂ 
= +     ∂ ∂ ∂   

  ∂
= ∆ + ∆   ∂  

  (4.155) 

上式中第一项是正则系综能量涨落，第二项是粒子数涨落对能量涨落的贡献（ ( )2N N∆  ，

,T V

U
N

 ∂
 ∂ 

是强度量），两项的量级都是 ( )O N ，因此能量的相对涨落 

 
( )2

1~
U

O
U N

∆ 
 
 

  (4.156) 
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4.4.2．巨正则系综下的经典理想气体 

巨正则系综下的经典理想气体的巨配分函数为 

 ( )
0
exp N

N
N Zα

∞

=

Ξ = −∑   (4.157) 

其中正则系综下的经典理想气体配分函数 

 
3

3

! !

N N

N N
T

T

V ZZ
N N

VZ

λ

λ

= =

=
  (4.158) 

代入求和，得 

 
( ) ( )

0

e
exp e

!

N

N

Z
Z

N

α
α

−∞
−

=

Ξ = =∑   (4.159) 

从而 

 3ln e e
T

VZα α

λ
− −Ξ = =   (4.160) 

平均粒子数 

 
,

ln e
V

N Zα

βα
−∂ = − Ξ = ∂ 

  (4.161) 

定义气体粒子数密度
N
V

ρ ≡ ，可以得到化学势 

 ( )31/ ln Tµ α β ρλ
β

= − =   (4.162) 

内能 

 ( ) B,

3ln
2VU N k T

αβ
∂

= − Ξ =
∂

  (4.163) 

压强 

 B B
,

1 ln
T

N
p k T k T

V Vµ

ρ
β

∂ = Ξ = = ∂ 
  (4.164) 

熵 

 
B

, ,

B
B B B 2

ln ln ln

23 3 5ln ln ln
2 2 3

V V

S k

mkVN k T N k N k
N h

β µ

α β
α β

π

  ∂ ∂ = Ξ − Ξ − Ξ    ∂ ∂    
  = + + +  

  

  (4.165) 

可见用巨正则系综求得的理想气体结果与正则系综完全相同。有些情况用巨正则系综计



24 
 

算更简便。 

4.4.3．固体表面的吸附率  

设一固体表面有 0N 个吸附中心，且每一吸附中心最多只能吸附一个气体分子，被吸附

分子与自由分子相比具有能量 0ε− 。外部气体为处于室温的经典理想气体，求系统达到平衡

时的吸附率 

 
0

N
N

θ ≡   (4.166) 

其中 N 是被吸附分子数。 

解答：采用巨正则系综，把被吸附的分子看成系统，把外部气体当作大热源兼大粒子源。当

系统达到平衡时，系统与外部具有相同的温度T 和化学势 µ 。当有 N 个分子被吸附时，系

统的能量为 

 ( ) 0sU N Nε= −   (4.167) 

其中 s代表有 N 个被吸附分子的某个微观态。巨配分函数 

 ( )( ) ( )( )
0 0

0
0 0

exp exp
N N

s
N s N s

N U N Nα β β µ ε
= =

Ξ = − − = +∑∑ ∑∑   (4.168) 

由于对于同一个能量态式(4.167)，有
0

N
NC 种占据方式，所以上式具有二项式展开的形式： 

 ( )( ) ( )( )( )
0

0

0 0 0
0

exp 1 exp
N NN

N
N

C Nβ µ ε β µ ε
=

Ξ = + = + +∑   (4.169) 

即 

 ( )( )( )0 0ln ln 1 expN β µ εΞ = + +   (4.170) 

则被吸附分子的平均数为 

 
( )( )

( )( )

( )( )

, ,

0 0

0

0

0

1ln ln

exp1
1 exp

1 exp

V V

N

N

N

β βα β µ

β β µ ε
β β µ ε

β µ ε

 ∂ ∂ = − Ξ = Ξ  ∂ ∂   

+
=

+ +

=
+ − +

  (4.171) 

因此吸附率 

 
( )( )0 0

1
1 exp

N
N

θ
β µ ε

≡ =
+ − +

  (4.172) 

因为外部气体是理想气体，由式(4.162)，其化学势满足 
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 3 3

1 1e
T Tp

βµ

ρλ β λ
− = =   (4.173) 

上式用到了理想气体物态方程 pρ β= 。整理后，最终得到 

 
( ) ( ) ( )3/2 5/22

B 0 B2 exp /

p

p mh k T k T
θ

π ε−
=

+ −
  (4.174) 

上式表明吸附率随压强的增加而增大，随温度的增加而减小。 

4.5．热力学极限下三种系综的等效性 

在热力学极限下，微正则系综、正则系综和巨正则系综三种系综是等价的。等价性体现

在三方面：（1）分别从三种系综出发所得到的热力学量的平均值相等；（2）能量和粒子数涨

落在热力学极限下都趋于零；（3）几率分布在热力学极限下完全相同。 

几点说明： 

（1） 处理具体问题时，在给定体系的物理特征许可的情况下，原则上可以选择任何一种

系综进行计算。 

（2） 宏观系统的粒子数是摩尔（ 23~ 10 ）量级，趋近于热力学极限，因此三种系综的等

价性对于宏观系统是有保证的。 

（3） 把统计系综理论外推到小系统需要非常小心，不满足热力学极限条件时，三个系综

给出的结果往往不一样。 
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