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11. Fokker-Planck 方程 

11.1．Fokker-Plank 方程的推导 

福克—普朗克方程（Fokker-Plank equation）是一种特殊形式的主方程。Plank 对主方程 
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作近似得到 Fokker-Plank 方程。把跃迁几率W 作为跃迁尺度 r 和起始点 y的函数： 

    | ; ,W y y W y r r y y       (11.2) 

则主方程式(11.1)成为 
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以下做两个假设。第一个假设认为只有小跳跃发生，即  ;W y r 是一个关于 r 的尖锐函数，

但是随 y变化缓慢，更严格的数学描述为：存在 0 ，使得 
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第二个假设是解  ,P y t 也随 y 缓慢变化。因此可以对式(11.3)进行泰勒展开并保留二阶项： 
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  (11.5) 

上式右边的第一和第四项抵消。利用跳跃矩的定义 

    ; da y r W y r r



    (11.6) 

可以把式(11.5)写成 
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以上就是从主方程出发利用近似推导得出的 Fokker-Plank 方程。 

为了让 Fokker-Plank 方程不仅是一个近似表达式，需要给W 中的系数增加一个参数 ，

当 0 时近似表达式成为严格表达式。以非对称的随机行走为例，相应的主方程为 

    1 1n n n n np p p p p       (11.8) 

标度 x n 和    ,np t P x t 。为了补偿标度引起的步长变小，需要增加跃迁几率 , 。为

了保持迁移几率不变，必须有 
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    (11.9) 

其中 A 是与 无关的常数。类似地，为了保持系统没有弥散（spreading），必须有 
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则式(11.8)变成 
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从而在 0 的意义下得到了 Fokker-Plank 的精确形式。 

 

11.2．Fokker-Plank 方程的性质 

以下形式的福克—普朗克方程也叫 Smoluchowski 方程、广义扩散方程或者第二

Kolmogorov 方程： 
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其中  ,y   是连续变量，  A y 和  B y 是可微实函数且   0B y  。该方程还可以改写
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成 
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其中几率流  ,J y t 的构建方程为 
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式(11.12)的右边第一项称为输运项、对流项或者迁移项，第二项称为扩散项或者涨落项。 

令  1 1 1, | , ,P y t y t t t 为式 (11.12)的解，且当 1t t 时    1 1 1, | ,P y t y t y y  。用

 1 1, | ,P y t y t 构建一个马可夫过程，选取其初始分布函数为式(11.12)的稳恒解： 
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则该马可夫过程是稳恒的。另一方面，线性 Fokker-Plank 方程的定义为 
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其中 0 1 0, ,A A B 都是常数。当 1 0A  时式(11.15)的解是高斯的，此时该稳恒马可夫过程是

Ornstein-Uhlenbeck 过程。当 1 0A  时没有稳定的概率分布。 

相比于通常意义的主方程，Fokker-Plank 方程具有两点优势：（1）Fokker-Plank 方程是微

分方程，不是微分―积分方程。（2）求解方程不需要知道所有的跃迁几率  |W y y ，而只

需要知道函数  A y 和  B y 。如果某个物理量 y 可以看作马可夫过程，在很短的时间间隔 t

内 y 只有缓慢的变化，则根据 
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可以得到  A y 和  B y 的表达式，从而确定相应的 Fokker-Plank 方程。 

 

11.3．布朗运动（Brownian motion） 

一维布朗运动是粒子在 X 轴上作向前或者向后的随机跳跃。大幅度跳跃的概率衰减得
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很快，跳跃的概率是对称的而且与起始点无关，所以 
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对应的 Fokker-Plank 方程为 
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这是一个扩散方程，其扩散系数为 
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又根据式(11.17)，可得爱因斯坦公式 
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布朗运动是 Wiener 过程。设初始条件为    ,0P X X ，则解为 
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再考虑该布朗粒子在 X 方向上受到重力Mg 作用下的情形。如果周围的液体对粒子的

摩擦作用为M ，则平均迁移速率为 /g ，则 
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相应的 Fokker-Plank 方程为 
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当  ,X    时，上式无稳恒解。当限制 0X  且给定边界条件 
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则式(11.24)存在稳恒解，由平衡态统计物理知识可知此解即气压密度公式： 

  e

B

~exp
Mg

P X X
k T

 
 
 

  (11.26) 

并且有爱因斯坦关系 
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 Bk T
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和式(11.21)联立可以得到关系 

 
 

2

B2X

X k T

t M





  (11.28) 

 

11.4．瑞利粒子（Rayleigh particle） 

瑞利粒子和布朗粒子是相同的粒子，只是在更小的时间尺度内考察。时间间隔 t 比速

度弛豫小得多，但还是比粒子单次碰撞的特征时间大得多。因此需要考虑的是关于速率而非

位置的随机函数。 

宏观上，当速率V 不太大时，满足线性阻尼定律： 

 V V    (11.29) 

因此 
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当V 不太大时，因为二阶跳跃矩必须为正，所以可以看作常数： 

    2

2 2,0 2,0a V a O V a     (11.31) 

其中  2,0 2 0a a V  。相应的 Fokker-Plank 方程为 
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由平衡态统计物理知识可知上式的稳恒解为 
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代入式(11.32)得到 
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从而得到针对重粒子的速率概率密度的瑞利公式： 
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这也是一个线性 Fokker-Plank 方程，它的平衡态解是 Ornstein-Uhlenbeck 过程。 

以下从瑞利粒子理论还原到布朗粒子理论。考虑各自独立的全同瑞利粒子，在 0t  时
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全部位于 0X  ，并且具有平衡态的速率分布。速率随时间的演化服从 Ornstein-Uhlenbeck

过程，而位置作为随机过程服从 
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t

X t V t t     (11.36) 

因为  V t 的分布是高斯的，所以  X t 的分布也是高斯的，且 
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位置关联 

          
1 2 1 22

1 2
0 0 0 0

d d d d exp
t t t t

X t X t t t V t V t V t t t t                (11.38) 

令 1 20 t t  ，解得 
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 (11.39) 

因为  X t 是高斯的，以上的一阶和二阶矩足以给出它的解，但是它不是马可夫过程。为了

还原到布朗粒子，必须对观察时间进行粗粒化： 

 2 2 1

1 1
,t t t   (11.40) 

从而由式(11.39)，有 

      1 2 1 2~ min ,X t X t t t   (11.41) 

还原为 Wiener 过程，  X t 与式(11.19)的解完全相同。这一理论过程可以直接定出常数 2a ，

而不用借助于外加重力场的方法。 

 

11.5．多变量 Fokker-Plank 方程 

对于多变量 , 1, ,iy i r ，相应的 Fokker-Plank 方程为 
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其中系数  iA y 和  ijB y 可以是任意实可微函数，唯一的限制是  ijB y 必须是对称和正定的，

即对于任意矢量 ix 满足 
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两个系数的物理意义为当 0t  时， 
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多变量 Fokker-Plank 方程的线性化形式为 
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其中 ijA 和 ijB 是常数矩阵，并且 ijB 是满足式(11.43)的对称阵。 

以下将对初始条件 
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求解式(11.45)，可以得到完全取决于一阶矩和二阶矩的高斯解。因此，首先计算这两阶矩。 

式(11.45)两边乘以 ky 并对所有 y 进行积分，得到 
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上式对于初始条件式(11.46)的解为 

   0exp
t

y tA y   (11.48) 

再对式(11.45)两边乘以 k ly y 并积分，得到 
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由协方差
kl k l k ly y y y   和式(11.47)，可以把式(11.49)写成 

 A A B
t


    


  (11.50) 

其中 A是 A 的转置矩阵。 

把变换        *exp expt tA t tA   代入上式，得到 

      * exp expt tA B tA
t


   


  (11.51) 

在初始条件  * 0 0  下对时间积分，得到 
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由此构建的高斯分布 
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可以证明是式(11.45)的解。 

 

以下直接对式(11.45)进行求解。先进行傅里叶变换，得到关于矩产生函数的方程： 
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由上式可知 
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其解为 

  exp tA k c   (11.57) 

其中c是一个包括 r 个常数的矢量。矩产生函数随时间的变化为 
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所以有 
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  (11.59) 

前置系数由初值决定： 

       0exp ,0 exptA G i   k k k y   (11.60) 

因此最终得到满足式(11.45)的矩产生函数解为 

          0
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1
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2

t
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k k y k k   (11.61) 

该解对于辅助变量k 是二次的，所以是关于 y 的高斯分布，其均值等同于式(11.48)，关联等

同于式(11.53)，由此证明了式(11.54)确实是式(11.45)的解。 

 

对于 ijA 和 ijB 是时间的函数的情形，均值的解有形式 

   0t
y Y t y   (11.62) 
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其中演化矩阵  Y t 由以下矩阵方程决定： 

        
d

0 1
d

Y t A t Y t Y
t

 ，   (11.63) 

类似地，式(11.50)中的矩阵 A 和 B 现在是时间的函数，所以协方差矩阵 

 
       

         

*

1 1

0
d

t

t Y t t Y t

Y t Y t B t Y t Y t t 

  

    
  (11.64) 

该式代入式(11.54)里，和式(11.62)一起构成了含时系数的线性 Fokker-Plank 方程的解。 

 

11.6．Kramers 方程 

外力作用下的 Fokker-Plank 方程式(11.24)可以扩展成准线性 Fokker-Plank 方程： 

 
    2

2

,P X t F X P
P D

t X M X

  
  

  
  (11.65) 

其中二次项的系数为常数，但是一次项的系数是非线性的。这个方程只有当  F X 的变化很

缓慢时才成立，否则解必须是位置和速度的联合概率分布  , ,P X V t 。 

一阶项系数的相关量为 

 
 

, ,
,

X V X V

F X
X V t V V t

M

 
       

 
  (11.66) 

二阶项系数的相关量为 

 

 

 

 

2

, 2

,

2

, B

0

0

X V

X V

X V

X

V t
t

X V F X
V V t

t M

V
k T

t M



  


   
    

  






  (11.67) 

由此得到双变量的准线性 Fokker-Plank 方程，即 Karmers 方程： 

 
    2

B

2

, ,P X V t F X k TP P P
V VP

t X M V V M V

     
    

     
  (11.68) 

以下在 很大的条件下，采用求解玻尔兹曼方程的 Chapman-Enskog 近似展开方法，对

1 作泰勒展开系统求解 Karmers 方程。首先做变量代换
B

,
/

V
v

k T M


B

,
/

X
x

k T M
  
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 
 

B /

F X
f x

k T M
 以简化符号，上式变成 

  
1P

vP v f x P
v v t x v

       
      

       
  (11.69) 

把解进行 Chapman-Enskog 展开： 

        0 1 21 2, ,P x v t P P P       (11.70) 

第零阶方程为 

  
 0

0
0

P
vP

v v

  
     

  (11.71) 

该方程解的形式为 

      0 21
, , exp ,

2
P x v t v x t

 
  

 
  (11.72) 

其中  ,x t 目前为止是一个任意的函数。 

第一阶方程为 

  
2 2

1

2
exp

2

v
v P v vf

v v t x

       
        

       
  (11.73) 

上式对 v 积分，得到约束条件 

 0
t





  (11.74) 

即 和  0
P 必须不依赖于时间，上式简化成 

  
2

1 d
exp

d 2

v
v P f v

v v x

     
       

      
  (11.75) 

满足上式的解为 

      
2 2

1 d
, , exp , exp

d 2 2

v v
P x v t v f x t

x

    
        

     
  (11.76) 

其中  ,x t 目前为止是一个任意的函数。 

类似地，由第二阶方程 

 

 

 

2 2
2 2

2

2 2
2

d d
exp

d d 2

d
1 exp exp

d 2 2

v
v P v f

v v x x

v v
v f f v vf

x t x

      
       

      

       
             

       

  (11.77) 

对 v 积分，可以得到约束条件 
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d d

d d
f

t x x

  
  

  
  (11.78) 

满足以上约束条件的解可以表示成 

        
2

1 1 2d
, , exp ,

2 d

v
P x v t x v f x t O

x

     
        

   
  (11.79) 

对 v 积分得到相应的边际分布解 

         1 2, 2 ,P x t x x t O      (11.80) 

 


