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7. 输运系数 

运动方程（玻尔兹曼方程等）也称为输运方程，是非线性的积分微分方程，难以直接求

解。为此，可以做两个线性化近似。第一个是弛豫时间近似（relaxation time approximation），

假设碰撞的主要后果是在碰撞时间尺度内，产生趋向于局域平衡分布的弛豫。当外力的大小

和梯度不显著时，运动方程的解相对于局域平衡分布的偏离不大，因此可以用一阶扰动进行

求解。第二个是对扰动进行线性化近似，从而得到运动方程的解析解并计算运动系数。 

 

7.1. 弛豫时间近似 

经典体系的两体碰撞过程中守恒量为质量、动量和动能，相应的局域变量为局域密度

 ,n tr ，局域平均速度  ,u tr 和局域温度  ,T tr 。局域平衡分布函数为 
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其中m为单粒子质量。 

对于洛伦兹气体，动量的模而非动量本身是守恒量，平均速度 0u ，局域平衡分布函

数为 
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根据弛豫时间近似，运动方程的碰撞项可以做线性近似 
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该近似保证了对平衡态的偏离  0
f f f   以  exp /t  的形式衰减。从而运动方程近似为 
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其中   v 是向局域平衡演化的弛豫时间。对分布函数的线性近似 
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进一步将运动方程简化为 
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7.2. 洛伦兹气体的运动系数 

考虑温度梯度和化学势梯度，但是无外力作用下的洛伦兹气体。局域温度  T r 和局域

化学势   r 满足关系 

 
 

 
    

3/23

Bexp 2h n mk T
T




 
  

 

r
r r

r
  (7.7) 

其中  n r 是局域密度。局域平衡分布为麦克斯韦―玻尔兹曼分布： 
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其中
2

2

p

m
  。没有外力的情形下运动方程为 
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进一步由式(7.5)作线性近似，因为式(7.8)满足
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，得到 
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上式的稳定解为 

      1 0
f f  rv v   (7.11) 

粒子流和能量流可以由分布函数积分得到： 

 
d

d

N

E

f

f 

 








J v p

J v p
  (7.12) 

其中    0 1
f f f 。由于对称性，  0

f 对于流没有贡献。根据式(7.8)，有 
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上式代入式(7.11)得到 
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上式代入式(7.12)得到 
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其中分母中的 3 来源于三维方向的全同性。对比线性响应公式 
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得到运动系数 
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中间的式子 NE ENL L 验证了昂萨格对易关系。 

为了求解上式，需要知道   v 。简单起见，假设弛豫时间不依赖于速度，即   v 是

常数。把式(7.8)的  0
f 的表达式代入上式，运用高斯积分，可以求解得到 
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从这组解可以算出洛伦兹气体的一系列输运系数： 

（1）电导率： 
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（2）扩散系数： 
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（3）热导率： 
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7.3. 电导率 

以下从玻尔兹曼方程出发研究更广泛的电导率的性质。假设经典气体中的全同粒子具有

质量m和电荷 q ，在恒定外电场E的作用下，具有电中性（因此粒子密度 n是均匀的）和均

匀温度T 。当弛豫时间不依赖于速度时，实际上没有必要从玻尔兹曼方程进行推导，只需要

考虑带电粒子的平均速度的运动方程： 
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其中左边第二项时正比于平均速度的“流体摩擦”项。稳态下的平均速度于是等于 
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这个 Drude 模型的迁移率 

 
D

q

m


    (7.24) 

根据电导率和迁移率的关系 
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可以得到与洛伦兹气体相同的电导率，称为 Drude-Lorentz 公式： 
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考虑依赖于速度的弛豫时间，需要对玻尔兹曼方程进行求解。下面为了简化数学推导，

依然假设   v 与速度无关。玻尔兹曼方程式(7.4)简化成 
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其中  0
f 就是全局平衡的麦克斯韦―玻尔兹曼分布 
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当外电场很小时，可以作线性近似    0 1
f f f ，从而有 
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上面第二式的均匀稳定解为 
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从而电流 
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因为平衡态没有净电流，上式右边第一项为 0。由 
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对于各向同性的体系，根据欧姆定律 J E，得到电导率 
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其中 2v 是沿外场方向的速率平方的系综平均。由能量均分定理可知 2 Bk T
v

m
  ，因此 
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得到与 Drude-Lorentz 公式(7.26)完全相同的结果，只是从玻尔兹曼方程出发的推导可以扩展

到更广泛的   v 的情况。 

 

7.4. 扩散系数 

以下从玻尔兹曼方程出发对洛伦兹气体的扩散系数进行微观描述。考虑洛伦兹气体处于

均一温度T ，具有密度梯度，并且没有施加外力。该体系的局域平衡分布为麦克斯韦―玻尔

兹曼分布 
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由弛豫时间近似，洛伦兹气体的运动方程为 
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由线性近似    0 1
f f f ，可得 
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和 
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式(7.39)的稳定解为 
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因为温度是均一的，对 r 的梯度只取决于局域密度  n r ，因此 
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粒子的密度流 
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由线性近似    0 1
f f f 以及式(7.41)，可得 
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由对称性，上式右边第一项为零，第二项根据 
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可得 
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由菲克定律 N D n  J 可知 
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由式(7.46)和式(7.24)得到爱因斯坦关系 
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