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非平衡统计物理 
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2019 年 9 月 9 日 

4. 不可逆过程的线性热力学 

4.1. 最大熵原理 

H. B. Callen 在 1960 年把热力学平衡条件假定为最大熵原理，即系统处于平衡态时其熵

达到最大。最大熵原理与其它热力学平衡条件是一致的，只是从它出发讨论非平衡热力学会

更方便。熵可以表达成一系列广延量 iX （包含该系统的所有热力学信息）的正值连续可导

函数 

  iS S X   (4.1) 

其中 i既可以表示不同的热力学量，也可以表示不同的子系统。根据 iX 演化的特征时间

长短，可以分为慢变量和微观快变量，由不等式 

 c r    (4.2) 

刻画，其中 c 代表微观快变量的特征演化时间， r 代表慢变量的弛豫时间。 

熵的全微分可以写成吉布斯关系 

 
i i

i

dS FdX   (4.3) 

其中 iF 是与 iX 共轭的强度量，满足状态方程 

 i

i

S
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X





  (4.4) 

例如，对于无化学反应的平衡态混合液体，熵表达为 

  , ,S S U V N   (4.5) 

对应的吉布斯关系为 
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i
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  (4.6) 
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和 , , iU V N 共轭的强度量分别为
1

, , iP

T T T


。 

 

4.2. 亲和力与流 

推动热力学系统产生非平衡的不可逆过程的热力学量称为广义力或者亲和力

（affinities），对亲和力产生的系统响应称为流（fluxes）。 

以只包含两个子系统的热力学系统为例。假设一个广延量 iX 在两个子系统中的取值分

别为
 1
iX 和

 2

iX ，则 

 
   1 2

const.i i iX X X     (4.7) 

相应的熵 

 
     1 2

1 2i iS S X S X    (4.8) 

系统达到平衡的条件为 

 
 

 
     

   1 21 2 1 2

1 1 1 2
0

i i

i i

i i i iX X

S S S SS
F F

X X X X

      
                 

  (4.9) 

单位长度下的亲和力 

 
   1 2

i i iF F     (4.10) 

为零时系统达到平衡，当系统不平衡时亲和力导致系统通过一个不可逆的演化过程向平衡态

演化。亲和力引起的流定义为 

 
 1

d

d

i
i

X
J

t
   (4.11) 

亲和力为零时共轭的流为零，不为零的亲和力导致共轭的流不为零。 

熵产生（entropy production）是熵随时间的变化量： 

 
dd

d d

i
i i

i ii

XS S
J

t X t


  


    (4.12) 

 

4.3. 局域平衡假设 

局域平衡假设：假设一个大的非平衡系统可以分成很多小系统，每个小系统相对于大系
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统足够小，但是又大到足以作为热力学系统看待。热力学量在每个小系统里只有微小的变化，

因此可以看作是均一的，但是在不同的小系统之间热力学量的值有较大的变化。 

局域子系统的特征尺寸  的大小选取可以根据子系统内粒子数目   3/N N V  的相对

涨落非常小 δ / 1N N  的原则。一个局域子系统会有能量和物质的输运。作用在局域子系

统上的非平衡效应的梯度引起的变化应该小于平衡涨落，即对于热力学量 A，外部梯度在

距离内引起的变化 A 要小于 A的平衡涨落 eqδA ： 

 
eqδ

1
AA

A A


    (4.13) 

在 r 处单位体积的局域熵记为   r ，广延量 iX 的单位体积局域密度记为  i r ，质量密

度记为   r 。另外定义单位质量的熵  s r 和广延量  ix r ，有关系 

 
     

     i i

s

x

 

 





r r r

r r r
  (4.14) 

根据局域平衡假设，吉布斯关系在局域依然成立，有 

    d d di i

i

S F  r r r   (4.15) 

以及 

    d di i

i

s F x    (4.16) 

局域强度量 

  
 

   i

i i

S
F

 

 


 


r
r

r r
  (4.17) 

上式是局域的状态方程。还可以定义局域温度  T r ，局域压强  P r 和局域化学势  i r 。 

 

4.4. 局域平衡的连续介质中的亲和力与流 

考虑限制在体积为V ，具有封闭面积的连续介质宏观热力学系统。一个广延热力学量

可以写成 

      , , d
V

A t t a t   r r r   (4.18) 

其中  ,a tr 是单位质量的  A t 。全局均衡方程为 
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 

 
d

d d
d

A A
V

A t

t 
     J n r   (4.19) 

其中 A 是 A的源密度， AJ 是 A的流密度。由格林公式，上式可以写成 

 
 

 
d

d d
d

A A
V V

A t

t
     J r   (4.20) 

对应的局域均衡方程为 

 
 

A A

a

t





 


J   (4.21) 

对于守恒的广延量 iX ， 0
iX  ，以上局域均衡公式退化为守恒的连续方程 

 
 

0i

A

x

t


 


J   (4.22) 

熵的全局均衡方程为 

 exch intd dd
d d

d d d
S S

V

S SS

t t t
       J n r   (4.23) 

其中 

 exchd
d

d
S

S

t 
    J n   (4.24) 

是系统和环境交换熵所产生的变化，而熵产生 

 intd
d

d
S

V

S

t
   r   (4.25) 

是系统内部的熵的变化。不可逆现象严格对应于正的熵产生，也称作耗散现象。 

相应地，熵的局域均衡方程为 

 
 

S S

s

t





 


J   (4.26) 

其中 SJ 是熵流， 0S  是熵源。 

类似于式(4.16)，可以把熵流写作 

 S i i

i

FJ J   (4.27) 

其中 iJ 是守恒的广延量 iX 对应的流，从而 

 S i i i i

i i

F F      J J J   (4.28) 

另一方面，由式(4.16)有 

 
   i

i

i

xs
F

t t

 


 
   (4.29) 

所以式(4.26)成为 
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 i

S i i i i i

i i i

x
F F F

t





     


  J J   (4.30) 

因为守恒量 iX 满足连续方程式(4.22)，上式成为 

 S i i

i

F    J   (4.31) 

定义亲和力 

 i iF Γ   (4.32) 

最终得到熵源的表达式 

 S i i

i

  Γ J   (4.33) 

这一双线性表达式是熵源的通用形式，但是其维度可以变化。例如化学反应是标量过程，热

和质量输运是矢量过程，而粘滞输运过程是张量过程。 

对于只考虑能量流和粒子流的流体系统，熵流表达式(4.27)成为 

 
1

i

i
S E N

iT T


 J J J   (4.34) 

从而熵源 

 
1 1 1

i i

i
S E N S N i

i i

T J
T T T T


 

  
            

   
 J J J   (4.35) 

 

4.5. 线性响应 

在局域平衡的连续介质中，流不仅取决于与它共轭的亲和力（直接效应），还取决于其

它亲和力（间接效应），并且流的响应是局域和瞬时的（相应变量的时空变化足够缓慢），可

以表示为 

      1 2, , , , ,i iJ t J t t    r r r   (4.36) 

近平衡条件下，对上式作泰勒展开并且只保留线性项： 

    , ,i ik k

k

J t L t r r   (4.37) 

其中运动系数（kinetic coefficients） 

  1 2, , i

ik

k

J
L F F





  (4.38) 

只取决于系统的热力学强度量（如压强或温度）在平衡态的值，并不取决于使系统处于非平

衡的因素（如压强或温度的梯度）。由 ikL 组成的运动系数矩阵L 刻画了该系统的线性响应。

此时熵源 
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 S ik i k

ik

L      (4.39) 

因为 S 非负，L 的矩阵元必须满足条件 

 
 

2

0

1

4

ii

ii kk ik ki

L

L L L L



 
  (4.40) 

当系统变量在时空中的变化比较快时，系统不满足局域平衡条件，则需要非局域和延迟

的运动系数刻画系统。这一效应超出了不可逆过程的线性热力学的理论框架，需要用统计物

理的线性响应理论进行描述。 

 

4.6. 输运系数实例 

实验中往往使用的是更具有直接物理意义的输运系数（transport coefficients）而非理论

上定义的运动系数。不过输运系数与运动系数往往具有非常直接的联系。 

4.6.1. 电导率 

假设在单一温度下，对于电中性的带电粒子系统施加电场  E ，欧姆定律给出电流

密度 

  J E   (4.41) 

其中 是电导率张量。如果粒子电量为 q ，电流密度 J 与粒子流 NJ 之间有关系 

 NqJ J   (4.42) 

与 NJ 共轭的亲和力为  /N T   ，其中电化学势 q    。 

 对于各向同性的介质，欧姆定律简化成 

 J E   (4.43) 

其中 是电导率。另一方面，由式(4.37)可知 

 
N NNJ L

T

 
   

 
  (4.44) 

对于均匀温度和均匀介质密度 

 q   E   (4.45) 

所以有 

 
2

NN

q
L

T
    (4.46) 

 4.6.2. 扩散系数 

当在流体中有一个外界扰动或者自发涨落时，粒子密度不均匀造成的梯度会引发粒子流
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试图恢复粒子密度的均匀性，这就是物质的扩散现象。当梯度不太大时，粒子流 NJ 和密度

梯度 n 满足菲克定律（Fick’s law）： 

 N D n  J   (4.47) 

其中 D 是扩散张量。对于各向同性系统，有 

 N D n  J   (4.48) 

其中D是扩散系数。根据式(4.37)，有 

 N NNL
T

 
   

 
J   (4.49) 

温度为常数时 

 
T

n
n




 
   

 
  (4.50) 

所以有 

 
1

NN

T

D L
T n

 
  

 
  (4.51) 

4.6.3. 爱因斯坦关系 

 对于带电气体，比较式(4.46)和式(4.51)，可以得到 

 
2

1

T

D
q n




 
  

 
  (4.52) 

定义迁移率 

 D
nq


    (4.53) 

可以得到 

 
D T

D n

q n





 
  

 
  (4.54) 

这个关系反映了内在涨落D和外在扰动 D 之间的关系，是涨落―耗散定理的一种表现形式。 

对于经典理想气体， 
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 B

T

k T

n n

 
 

 
  (4.55) 

其中 Bk 是玻尔兹曼因子，从而式(4.54)成为 

 B

D

k TD

q
   (4.56) 

这就是爱因斯坦关系。 

4.6.4. 绝缘固体的热导率 

 当不太大的温度梯度 T 作用在一个绝缘固体上，会引起能量流 

 E T  J   (4.57) 

其中 是热导率张量，这就是傅里叶定律。对于各向同性的绝缘固体，有 

 E T  J   (4.58) 

由式(4.37)可知 

 
1

E EEJ L
T

 
  

 
  (4.59) 

因此有 

 
2

1
EEL

T
    (4.60) 

 

4.7. 倒易关系（reciprocity relations） 

1931 年，昂萨格（Onsager）认为在所有输运和弛豫现象可以用线性关系正确描述的热

力学系统中应该存在倒易关系，即运动系数的对称或者反对称关系。昂萨格倒易关系可以减

少用实验测定的输运系数的数目。倒易关系存在的根源在于微观运动方程的时间反演对称

性。 

对于两个守恒广延量的密度 ix 和 kx 的昂萨格关系为 

 ik kiL L   (4.61) 

例如，对于具有温度梯度和电化学梯度的带电粒子系统，式(4.37)具体写作 
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1

1

N NN NE

E EN EE

L L
T T

L L
T T





    
       

    


               

J

J

  (4.62) 

因为粒子和能量密度都是时间反演不变的，所以对于这个系统存在相应的昂萨格倒易关系 

 EN NEL L   (4.63) 

1945 年，喀什米尔（Casimir）对昂萨格倒易关系进行了扩展，给每个广延量加上了对

应的符号，扩展后的昂萨格―喀什米尔关系为 

 ik i k kiL L    (4.64) 

当 1i k   时，说明 ikL 对应于具有相同宇称的两个过程的耦合；当 1i k    时，说明 ikL 对

应于具有相反宇称的两个过程的耦合。 

 

4.8. 倒易关系的验证 

对于一个与热耦耦合的系统，系统内部熵的涨落 intδS 的概率满足爱因斯坦公式 

 int

B

δ
~ exp

S
w

k

 
 
 

  (4.65) 

而 int exchδ δ δS S S  ，其中δS 是系统的熵涨落，δ δexch i i

i

S F X 是系统与热耦交换的熵

涨落。因此系统内部熵涨落满足的概率与熵和其它广延量的涨落之间的关系 

 
B B

δ 1
~ exp δi i

i

S
w F X

k k

 
 

 
   (4.66) 

以下证明广延量 iX 的涨落只和它共轭的强度量 iF 的涨落有关联，而与其它强度量的涨

落无关联，即 

 Bδ i j ijX k      (4.67) 

其中亲和力 δj jF  ， 指以w为权重作平均。证明过程如下： 

由式(4.66)可知 
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B

1
i

i

w
w X

F k



 


  (4.68) 

则 

    Bδ δ δ δ δ d δi j i j l j l

l li

w
X w X F d X k F X

F


   


     (4.69) 

另一方面，因为 δ j

i

F
F




是对涨落的期望值求导，必须为零，所以有 

 

 

   

δ δ d δ

δ
d δ δ d δ 0

j j l

li i

j

l j l

l li i

F w F X
F F

F w
w X F X

F F

 


 

 
  

 



  

  (4.70) 

因为 iF 是平衡态的强度量，任何对平衡态的偏离都会导致它变小，所以有
δ j

ij

i

F

F


 


 ，代

入上式得 

  δ d δj l ij

li

w
F X

F





    (4.71) 

上式代入式(4.69)，得到式(4.67)，得证。 

考虑两个时间反演不变的广延量 iX 和 kX ， 1i k   ，则有 

    δ δ δ δi k i kX X X X     (4.72) 

结合稳态的时间平移性质，可以得到 

    δ δ δ δi k i kX X X X    (4.73) 

上式两边对 求导： 

 δ δ δ δi k i kX X X X   (4.74) 

由昂萨格回归假设：宏观扰动与微观涨落效果完全一样，有 

 δ , δi ij j k kj j

j j

X L X L       (4.75) 

所以式(4.74)成为 
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 kj i j ij k j

j j

L X L X       (4.76) 

由式(4.67)，得到昂萨格关系式(4.61)。 

 

4.9. 最小熵产生定理 

1945 年，普里高津（Prigogine）证明了在相对严格的假设下，非平衡稳态对应于最小熵

产生。在局域平衡假设下，一个稳态系统的熵不随时间变化： 

 exch intd dd
0

d d d

S SS

t t t
     (4.77) 

系统内部的熵产生是非负的： 

 intd
d 0

d
S S

V

S
P V

t
     (4.78) 

由上两式可知 

 exchd
0

d

S

t
   (4.79) 

所以，为了维持一个系统处于非平衡稳态，必须持续地从系统往外部输出熵。 

可以证明，如果运动系数是常数而且满足倒易关系，并且施加于系统上的边界条件不随

时间变化，则内部熵的变化满足条件： 

 
dP

0
d

S

t
   (4.80) 

由式(4.78)，可知熵产生的变化率最终会趋于零，此时系统处于熵产生最小的非平衡稳态，

这就是最小熵产生定理。 

 


