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5.非平衡系统的统计描述 

5.1. 相空间分布函数 

一个统计系统的所有自由度张成对应的相空间（phase space）。相空间上的一个点对应

于一个微观态（microscopic state），即给定所有自由度变量的值所对应的一个确定的状态。

例如，三维包含 N 个点粒子的经典统计系统具有 6N 维的相空间，包括 3N 的位置

1 2 3, , , Nq q q 和 3N 的动量 1 2 3, , , Np p p 。 

一个统计宏观态可以看成是M 个微观态的集合，这一系综称作吉布斯系综，对应

的相空间分布函数满足归一化条件 

  , , d d 1f q p t q p    (5.1) 

其中  1 2 3, , , Nq q q q ，  1 2 3, , , Np p p p 。一个宏观量的值等于相应的系综平均 
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其中如果需要把  , ,f q p t 作为无量纲函数对待，可以采用如下的归一化： 
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其中 h 是普朗克常数。 

 

5.2. 刘维尔（Liouville）方程 

对于 N 个粒子的经典孤立系统，其不含时的哈密顿量  ,H q p 满足哈密顿方程

（Hamilton’s equations）： 
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在体积为 pV 的相空间子集内，系统的微观状态个数为 
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其随时间的变化率为 
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因为系统总的微观状态数不变，所以该子集内微观状态数的变化等于流入该子集的粒子数： 
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其 中 p 是 pV 代 表 的 相 空 间 子 集 的 面 积 ， pn 是 p 的 对 外 法 向 量 ，

 1 3 1 3, , , , ,N Nq q p pu 是 6N 维的广义速度。根据高斯定律，面积分可以写成等效的体

积分 
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比较式(5.6)和式(5.8)，可得局域守恒方程 
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使用哈密顿方程式(5.4)，有 
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再次使用哈密顿方程式(5.4)，式(5.9)成为刘维尔方程 
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其中刘维尔算符 

  ˆ ,L i H      (5.13) 

对式(5.12)做积分，得到 

    
ˆ

, , ,iLtf q p t e f q p   (5.14) 

其中    , , ,0f q p f q p 是在时间起点的分布函数。 

局域守恒方程式(5.9)可以写成 
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哈密顿方程给出 0 u ，而物质微分（或称流体动力学微分）定义为 
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由此可以把刘维尔方程写成等价的形式 
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根据上式，可以把相空间中的微观状态代表点类比成不可压缩流体，即随时间流动时流体的

密度保持不变。 

 

5.3. 宏观变量随时间的演化 

类似于量子力学中的薛定谔表象和海森堡表象，统计系统宏观变量 A的系综平均随时

间的演化有两种数学表述形式，具有等价的结果。 

第一种表述形式认为宏观变量本身不随时变化，分布函数随时间变化。根据式(5.14)： 
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第二种表述认为分布函数不随时间变化，而宏观变量随时间变化。由 
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根据哈密顿方程式(5.4)，得到 



4 
 

  
3

1

d ˆ,
d

N

i i i i i

A A H A H
H A iLA

t q p p q

    
    

    
   (5.20) 

因为H 不随时变化，上式积分得到 

    
ˆ

,iLtA t e A q p   (5.21) 

从而 
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以下证明两种表述方式等价。刘维尔算符具有性质： 

    , ,A H f dqdp H A fdqdp     (5.23) 

由上式可以证明式(5.18)对时间的导数 
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和式(5.22)对时间的导数 
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相等。 

 

5.4. 约化分布函数（reduced distribution functions） 

由 N 个全同的经典粒子组成的受到标量势   r 作用的系统，如果粒子间相互作用只取

决于两个粒子的相对位置，则系统的哈密顿量具有形式： 
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其中 ip 是粒子 i 的动量， ij i jr  r r 是粒子 i 和粒子 j 之间的距离。该系统中， ir 与 ir 无关，

ip 与 ip 无关。交换两个粒子的下标时，分布函数不变。这里采用无量纲的分布函数，其归

一化条件为 
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刘维尔方程写成 
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其中 ir 是粒子 i 的速度 iv ， ip 是粒子 i 受到的力 iF 。当粒子数 1N 时，无法直接对上式进行

求解。因此需要对分布函数进行约化，在做一些近似的基础上去掉无关信息，只保留非常有

限的粒子自由度进行讨论。 

式(5.26)表示的哈密顿量的系综平均可以写作 
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且
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d d d d
N N

N i i i
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     r p 。对于两体相互作用系统，以上积分只需要知道单粒子和两粒子

分布函数 

 

   
 

 

   
 

 

1

1 1 1 1 23

2

1 1 2 2 1 1 33

1
, , , , , , , d d

1 !

1
, , , , , , , , , d d

2 !

N N NN

N N NN

f t f t
N h

f t f t
N h


   


   
 





r p r p r p

r p r p r p r p

  (5.32) 

就可以进行计算。单粒子和两粒子分布函数满足关系： 
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哈密顿量的系综平均可以写成 
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更普遍地，可以定义具有  1n n N  个粒子的约化分布函数： 

    
 

 1 1 1 1 13

1
, , , , , , , , , , d d

!

n

n n N N n NN
f t f t

N n h
  

 r p r p r p r p   (5.35) 

单粒子和两粒子的约化分布函数在实际应用中最为重要。 

当没有相互作用时，刘维尔方程式(5.28)约化成封闭方程 
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其中 1F 是外场对单粒子的作用，第二项称为迁移项（drift term），第三项称为驱动项（driving 
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term）。有两体相互作用时， (1)f 随时间的演化与 (2)f 有关： 
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其中 12F 是两个粒子间的相互作用力。类似地， (2)f 随时间的演化与 (3)f 有关： 
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普遍地， ( )nf 随时间的演化与 ( 1)nf  有关，最后一项就是完整的刘维尔方程  N
f f 。这一组

从 1 到 N 的公式构成了所谓的 BBGKY（Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon）层级

（hierarchy）。 

 

5.5. 弗拉索夫 (Vlasov)方程 

在 BBGKY 层级的理论框架下忽略相空间里的关联，即做平均场近似，有 
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式(5.37)简化成封闭函数 
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这就是弗拉索夫方程，因为弗拉索夫在 1938 年首次运用该公式研究非平衡等离子体的演化

而得名。弗拉索夫方程和刘维尔方程一样具有时间反演不变的性质，因此只能用来描述离子

气体刚从非平衡的初始状态开始演化的初期，而不能描述去除外在约束后最终演化成平衡态

的不可逆过程。 

 


