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5. 密度泛函密度泛函密度泛函密度泛函理论理论理论理论（（（（Density Functional Theory，，，，DFT）））） 

一个用电子的空间密度代替电子坐标作为自变量求解多体薛定谔方程。 

  

5.1. Hohenberg-Kohn Theorems 

定理一定理一定理一定理一：：：：对于处于基态的系统对于处于基态的系统对于处于基态的系统对于处于基态的系统，，，，其所有物理性质都由电子密度唯一决定其所有物理性质都由电子密度唯一决定其所有物理性质都由电子密度唯一决定其所有物理性质都由电子密度唯一决定，，，，能量与电子密度能量与电子密度能量与电子密度能量与电子密度

二者之间为一一映射关系二者之间为一一映射关系二者之间为一一映射关系二者之间为一一映射关系。。。。 

证明证明证明证明：：：：运用反证法，假设两个不同外场（例如来自核子对电子的吸引力）的势能 extV̂ 和 extV̂ ′ 对

应于同一电子密度分布 ( )rρ � ，哈密顿量 ee ext
ˆ ˆ ˆ ˆH T V V= + + 和 ee ext

ˆ ˆ ˆ ˆH T V V′ ′= + + 相应的优化

波函数分别为Ψ和 ′Ψ 。把 ′Ψ 作为 Ĥ 的近似波函数并应用变分原理： 

 

( )( )

0 0

0 ext ext 0

0 ext ext 0

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

H E H H H E

E V V E

E r V V dr Eρ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ Ψ > ⇒ Ψ Ψ + Ψ − Ψ >

′ ′ ′ ′⇒ + Ψ − Ψ >

′ ′⇒ + − >∫
� �

 (5.1) 

类似可以得到 

 

( )( )
( )( )

0 ext ext 0

0 ext ext 0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

E r V V dr E

E r V V dr E

ρ

ρ

′ ′+ − >

′ ′⇒ − − >

∫
∫

� �

� �
 (5.2) 

两式相加，得 0 0 0 0E E E E′ ′+ > + ，矛盾。所以，能量是电子密度的唯一泛函 [ ]E ρ 。 

 

定理定理定理定理二二二二：：：：对对对对应应应应于于于于电子密度的变分原理电子密度的变分原理电子密度的变分原理电子密度的变分原理，，，，即任意的近似电子密度即任意的近似电子密度即任意的近似电子密度即任意的近似电子密度 ρ ′所所所所对应的能量值对应的能量值对应的能量值对应的能量值W都都都都大于大于大于大于

等于基态对应的真等于基态对应的真等于基态对应的真等于基态对应的真正密度正密度正密度正密度 ρ 决定的能量值决定的能量值决定的能量值决定的能量值 0E ：：：： [ ] [ ]0W Eρ ρ′ ≥ 。。。。 
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证明证明证明证明：：：：因为电子波函数唯一决定 ρ ， ( ) ( ) 2
1

N

i

i

r rρ φ
=

= ∑�

，所以证明可以利用针对电子波函

数的变分原理。 

 

 虽然证明了电子密度和基态能量的一一对应关系是存在的，但是两者之间的泛函形式

( )E rρ  
�

未知。基于电子密度表象，可以把体系总能量写为 

 
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
ee ne

ne

E T E E

T E J K

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

= + +

= + + +
 (5.3) 

其中第一项为动能，第二项为核子与电子之间的势能，第三项为库仑积分，第四项为交换积

分。已知 

 [ ] ( )a

ne

a a

Z r
E dr

R r

ρ
ρ =

−
∑∫

�

�

�
�

 (5.4) 

 [ ] ( ) ( )1

2

r r
J drdr

r r

ρ ρ
ρ

′
′=

′−∫∫
� �

� �

� �
 (5.5) 

DFT方法的关键在于对 [ ]T ρ 和 [ ]K ρ 给出恰当的泛函形式。 

 

首先考察最简单的 Thomas-Fermi（TF）模型。假设电子为无相互作用的均匀电子气，

则体系总能量为 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) ( )

TF TF ne

5 2
23 3

TF F

3
, 3

10
F

E T E J

T C r dr C

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ π

= + +

=    =∫
� �

 (5.6) 

如果再加入交换项 

 [ ] ( )
1

4
3

3
3 3

,
4

D x xK C r dr Cρ ρ
π

= −    =  
 ∫

� �

 (5.7) 

则为 Thomas-Fermi-Dirac (TFD) 模型 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]TFD TF ne DE T E J Kρ ρ ρ ρ ρ= + + +  (5.8) 

这两个模型都忽略了电子相互作用，并且动能项表达式对真实体系而言误差很大。 
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5.2. Kohn-Sham Theory 

 用变分法和拉格朗日未定乘子法求解电子密度泛函表象下的多体薛定谔方程，求解过程

类似于电子结构的 HF方法。 

 把动能项分解为无相互作用电子产生的动能项和剩余的小量，等效地以无相互作用体系

产生有相互作用体系的解。假设待求解电子相互作用的电子轨道波函数为 ( ){ }i rφ �

（注意，

并非 Slater行列式中对应于无相互作用费米子的电子波函数），则电子密度表示为 

 ( ) ( ) 2
1

N

i

i

r rρ φ
=

= ∑� �

 (5.9) 

对应的 TF模型动能为 

 
2

S

1

1

2

N

i i

i

T φ φ
=

= − ∇∑  (5.10) 

总能量为 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]DFT S ne XCE T E J Eρ ρ ρ ρ ρ= + + +  (5.11) 

其中的交换关联项 

 
[ ] [ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]( )
XC S

ee

E T T K

K E J

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

= − +

= −
 (5.12) 

理论上这一泛函的函数形式是唯一存在的，实际计算时这一泛函未知。再则，即使理论上能

够写出来，也极有可能因为形式太复杂以至于计算量大到密度泛函方法相对于电子关联方法

而言没有任何优势了。 

 

 当确定了一个泛函形式时，运用类似 HF方法求解总波函数。使用拉格朗日未定乘子法 

 [ ] [ ]DFT

,

N

ij i j ij

i j

L Eρ ρ λ φ φ δ = − − ∑  (5.13) 

最小化后得到有效单电子算符 

 

( ) ( ) ( ) ( )

2

KS eff

eff ne XC

1ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ

h V

r
V r V r dr V r

r r

ρ

= − ∇ +

′
′= + +

′−∫

�

�

� � � �

� �

 (5.14) 

对应的准本征方程称为 Kohn-Sham 方程 
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 ˆ
KS i i ih φ ε φ=  (5.15) 

DFT具有和 HF相似的计算量，但是自动包括了电子关联的贡献。如果知道确切的 [ ]XCE ρ ，

DFT将给出准确的系统能量。 

 

习惯上把 [ ]XCE ρ 分为交换项 [ ]XE ρ 和关联项 [ ]CE ρ 两项 

 
[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( ) ( )
XC X C

x c

E E E

r r dr r r dr

ρ ρ ρ

ρ ε ρ ρ ε ρ

= +

= +      ∫ ∫
� � � � � �

 (5.16) 

其中 xε 和 cε 为能量密度，即每个粒子的能量。相应的以坐标表示的势能为 

 ( ) [ ]
( )

( ) ( ) ( )xc

XC xc
ˆ XC rE
V r r r

r

ερ
ε ρ ρ

ρ ρ
∂∂

= = +  ∂ ∂

�

� � �

�
 (5.17) 

加上自旋自由度 

 
[ ] [ ]

[ ] [ ]
X X X

C C C C ,

E E E

E E E E

α β
α β

αα ββ αβ
α β α β

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

 = +  

   = + +   
 (5.18) 

定义自旋极化率ζ 和单电子有效体积的半径 Sr  

 
3 1

S

4
,
3

r
α β

α β

ρ ρ
ζ π ρ

ρ ρ
−−

=    =
+

 (5.19) 

 

5.3. Local Density Approximation (LDA) 

 假设局域电子密度可以被认为是均匀电子气，或者等效地说，密度是随空间缓慢变化的

函数，则交换项为 

 ( ) ( ) ( )LDA 4/3 LDA 1/3

x x x xE C d Cρ ρ ε ρ ρ= − ,   = −      ∫r r r r  (5.20) 

加上自旋的表达式为 

 [ ] [ ] ( ) ( )4/3 4/3LSDA 1/3 4/3 4/3 LSDA 1/3

x x x x

1
2 1 1

2
E C d Cα βρ ρ ρ ε ρ ρ ζ ζ  = − + ,   = − + + −   ∫ r  (5.21) 

关联项为通常采用考虑均匀电子气得关联能量的 Vosko，Wilk，and Nusair （VWN）形式 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

VWN 4 4

c ''

22
1 0 0 10

/

0

4/3 4/3

1/3

2

, ,0 1 ,1 ,0
0

2 22
ln tan ln tan

2 2

1 1 2

2 2 1

S c S a S c S c S

c a

S

f
r r r r r f

f

x x b xx b Q bx Q
x A

X x Q x b X x X x Q x b

f

x r X x x bx c

ζ
ε ζ ε ε ζ ε ε ζ ζ

ε

ζ ζ
ζ

− −

 
 = + − + −     

 

  − +   = + − +     + +      

+ + − −
=

−

=      = + +   24Q c b   = −

 (5.22) 

  

GGA （见下）中的 PW91 修改了 VWN 的泛函形式： 

 ( ) ( ) ( )
91 2

/ 2 3 4

1 2 3 4

1
2 1 ln 1

2

PW

c a x a x
a x x x x

ε ρ α
β β β β


= − + +

 + + + 
 (5.23) 

 

5.4. Generalized Gradient Approximation (GGA) 

泛函不仅决定于电子密度，还决定于密度梯度。 

 

5.4.1. 交换能量泛函交换能量泛函交换能量泛函交换能量泛函 

Perdew and Wang (PW86): 修正 LSDA 的泛函形式，加入高阶项： 

 ( )1/1586 2 4 6

4/3
1PW LDA

x x ax bx cx x
ρ

ε ε
ρ
∇

= + + +      =  (5.24) 

Becke (B or B88): 正确的能量密度渐进行为： 

 

2
88 88 88 1/3

11 6 sinh

B LDA B B

x x x x

x

x x
ε ε ε ε βρ

β −
= + ∆      ∆ = −

+
 (5.25) 

Becke and Roussel (BR): 加入轨道波函数的导数项： 

 

( ) ( )

3

22
2

2 2e e
e 8

4

2
2

4

ab ab
BR ab

x

N

i

i

ab
a

b

D
a ab b D

ε πρ

ρρ
φ

ρ ρ

− −
−− −

= −      =

∇∇ −
− =      = ∇ −∑

 (5.26) 

Perdew and Wang (PW91) 

 
( ) ( )

( )

21 2

1 2 3 491

1 2 4/3

1 2 5

sinh

1 sinh

bx

PW LDA

x x

xa xa a a e x
x

xa xa a x

ρ
ε ε

ρ

− −

−

1+ + + ∇=      =
 + +

 

 (5.27) 



6 

 

5.4.2. 关联能量泛函关联能量泛函关联能量泛函关联能量泛函 

Lee, Yang, and Parr（LYP） 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1/3

2/3 8/3 8/3 2 2

1/3 1/3 8/3

22 2

2

2

18 2 18 2 2
1 9 1

1
2 1

8

c
LYP

c F W W W

W

e
a ab C t t t

d d

t

ρ
α β

α β α α β β

α β σ σ
σ

σ

γ γ
ε ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
γ ρ

ρ ρ

−−

− −
 = − − + − + + ∇ + + ∇ + +

 + ∇
= −            = − ∇       

 (5.28) 

 

Perdew（（（（P86））））：修正 LSDA 的梯度项： 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2

86 86 86

7/3 7/6

5/3 5/3 2
1/3 2 3 4

1 2 3

5 6 7

1 1
2

2 2 1

P LDA P P

c c c c

S S

S S S

e C C
a

f C

b b r b r
f C b

b r b r b r

ρ ρ ρ
ε ε ε ε

ζ ρ ρ ρ

ζ ζ
ζ ρ

Φ ∇ ∞ ∇
= + ∆      ∆ =      Φ =

+ − + +  = +      = +    + + +  

 (5.29) 

 

Perdew and Wang（PW91 or P91）：改进 P86： 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

22

91

0 1

2 4
31

0 2 2 4

1/3 3 /2 2

1

1/6
3

2 7/6

2/3 2/3

, , , ,

, , ln 1
1

16
, , 3

192
exp , / 1

2

1
1 1

2

PW

c S S

S

dx f

S

c S

H t r H t r

t At
H t r b f a

At A t

H t r C c f t e

t a b r f
f

f

ζ

ε ρ ζ ζ

ζ ζ

ζ π ρ ζ
π

ρ
ε ζ ζ

π ζ ρ

ζ ζ ζ

−

−

−1

∆ = +

 +
= + + + 

= −     

∇  =       Α = − −           

= + + −

 (5.30) 

其中 ( ),c Srε ζ 在 LSDA 部分已经给出。 

 

Becke（B95）：更好地满足一些基本的物理约束： 

 

( )

95

1
2 2 91,

2
2 91,

5/3 5/3

1

1

2

B

c c c c

PW

c c

PW

c cLDA

LDA

F

a x x

D
bx

D

D C

αβ αα ββ

αβ αβ
α β

σσ σσσ
σ

σ

σ σ

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

ρ

−

−

= + +

 = + + 

 = + 

=

 (5.31) 
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5.4.3. 混合方法混合方法混合方法混合方法 

混合 HF 和 DFT 给出的能量项。 

Becke 3 parameter functional (B3) 

 ( )3 881B LSDA HF B LSDA GGA

xc x x x c cE a E aE b E E c E= − + + ∆ + + ∆  (5.32) 

5.4.4. DFT算算算算法法法法 

交换和关联项的组合应用： 

SVWN = LSDA + VWN      

BLYP = B88 + LYP     BP86 = B88 + P86     BPW91 = B88 + PW91 

B3LYP = B3 + LYP     B3P86 = B3 + P86     B3PW91 = B3 + PW91 

一般而言，GGA 比 LSDA 效果要好得多。GGA 的计算量与 HF 相仿，但构型和振

动频率的精确度一般要好于 MP2，与 CC 可比拟。DFT方法总的来说对静电作用描述得更

好一些，而对于范德华作用描述得差一些。 

DFT的算法实现与 HF相似 

 

( ) ( ) ( )

KS

2

KS ne XC

ˆ ,

1ˆ ˆ ˆ ˆ ,
2

KS

h h S

r
h V dr V r r

r r

αβ α β αβ α βχ χ χ χ

ρ
ρ ρ

=

=    =

′
′= − ∇ + + + ∇  ′−∫

h C SCε

�

� � �

� �

 (5.33) 

其中关联交换项积分一般用离散差分实现 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

XC

XC

1

ˆ ,

ˆ ,
G

k k k k k

k

r V r r r dr

V r r r r r

α β

α β

χ ρ ρ χ

ρ ρ χ χ
=

∇  

∇ ∇  

∫

∑

� � � � �

� � � � �

≃

 (5.34) 

基本的 DFT算法复杂度为
4M ，最新计算技术针对体系的特殊性质，有可能使 DFT的计算

量线性化。 


