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9. 蒙特卡洛（Monte Carlo，MC）算法 

蒙特卡洛算法利用在构型空间的随机行走进行重要性采样（importance sampling）。其基

本原理在于 Boltzmann 分布的指数形式使得相对于整个系综的极少量出现几率最大的微观

态进行热力学平均就可以得到（几乎）等效于实际的热力学量的系综平均值，而绝大多数没

有采样到的微观状态对于系综平均的贡献由于指数形式趋近于零。 

 

9.1. 基本的MC算法 

9.1.1. 算法目的 

对于正则系综的热力学系统，配分函数为 
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其中d 为空间维数。某一宏观量 A的系综平均值为 
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如果直接把空间离散化求积分，即使 A与 Np 不相关，对于m个离散化格点，N 个粒子，

计算量也有
dNm 。所以穷举所有可能性的做法是行不通的，因此要进行重要性采样。 

 

9.1.2. 重要性采样（Importance Sampling） 

在可遍历的积分空间有限的情况下进行随机采样。采样点尽量选在对积分贡献很大的点，

而大量对积分贡献很小的点即使不被采样也不会造成太大的误差。 

 

9.1.3. Metropolis方法 
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对出现几率大的能量态进行重要性采样。对于保守力场 

      ,N N N N

k pE r p E p E r   (9.3) 

假设某宏观热力学量 A与动量空间无关，则 
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 (9.4) 

其中概率密度函数 
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因此随机采样过程必须保证采样到能量态 pE 的概率为   N

pf E r 。 

 

考虑采样过程中的一步，从原有构型o到达新构型n的几率设为  o n  。因为系统

处在平衡态，从 o态离开到达其它所有构型的几率应该等于从其它所有构型进入到 o的几率： 
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 (9.6) 

为了方便，Metropolis算法中引入了更强的约束（充分非必要条件）： 

细致平衡（detailed balance）：系统从一构型到达另一构型的几率等于其逆过程的几率： 
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 (9.7) 

进一步选择系统对应的 Markov 链为对称过程（充分非必要条件），即状态转换矩阵为

对称阵    o n n o    ，且有 
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      o n o n acc o n       (9.8) 

其中  acc o n 为接受这一构型变换的几率。公式(9.7)可以写为 
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Metropolis算法实现上一条件的选择为 
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另一可能的选择为   exp
2

pE
acc o n

  
  

 
，但Metropolis算法的效率更高。 

Metropolis算法的物理意义：总是接受能量更小的状态；当能量变大时，有一定的几率

接受。定性地对应于有限温度下系统的微观运动特性。 

MC的主要特征： 

1） 系综平均而非时间平均，因此有可能模拟大时间跨度的事件； 

2） 基于平衡分布的理论，因此原则上不能直接应用于非平衡过程； 

3） 动能项不出现，因此不对动量空间进行采样； 

4） 不用计算力。 

最基本的MC算法的流程示意： 
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一般随机位移的大小选择标准为接受率为 20~50%。 

 

9.2. 其它系综下的MC算法 

 基本的MC算法实现的是正则系综。要实现其它系综需要做算法改进。 

 

9.2.1. NVE（微正则系综） 

设总能量为固定值E，MC给出的势能为  p

NE r ，每一步记录  D p

NE E E r  ， 

1） 每次产生虚拟的随机移动后，计算    p p p

N NE E r E r   。 

2） 如果 p 0E  ，接受移动并更新 D D pE E E   ； 

如果 p 0E  ，如果 D pE E  ，接受移动并更新 D D pE E E   ； 

如果 D pE E  ，拒绝移动。 

实际应用中几乎不用MC模拟微正则系综。 

 

9.2.2. NPT（等压─等温系综） 
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 因为对应于真实的实验条件，NPT系综在分子模拟中被广泛使用。MC算法中实现 NPT

系综的方法是给定 P，让系统体积 V变化。 

 考虑立方体的模拟盒子

1

3L V ，配分函数 

     3 0 0

1
, , exp

!

L L
N N
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Z N V T E r dr

h N
    (9.11) 

把坐标归一化 
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i

r
s i N

L
    (9.12) 
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
   
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  (9.14) 

其中
idF 是理想气体项，

exF 是修正项。 

 

 把体积为V 、粒子数为N 的体系放在一个无限大的理想气体（不失一般性）的热库中，

热库的体积
0V 和粒子数M 固定。对于给定V ，整个系统的总配分函数为 
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自由能 
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  tot

B 0ln , , , ,F k T Z N M V V T   (9.16) 

 

 系统处于体积V 的概率为 
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 (9.17) 

因为动能项
kE 与体积积分 dV 无关，上下可以消去，又有 

  
1

id id

p p
0

0 exp 1M NE ds E     (9.18) 

所以 
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考虑库趋于无穷的情况：
0

0 0

, , , 0
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    ，则 
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对于理想气体，根据
BPV Nk T ，

N

V
   ，有 
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所以系统处在体积为V 的微观状态
Ns 下的几率为 
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      
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p

1

p

; exp exp ;

exp ; ln
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N
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E s V PV N V

 

  

  

   
 (9.22) 

 

在算法中，作虚拟的随机移动时把V 作为一个外加于
Ns 的变量。如果在某一步V 被选中，

虚拟移动为V V V    ，则 

 

        1

p pmin 1,exp ; ; lnN N V
acc o n E s V E s V P V V N

V
  

    
                

 (9.23) 

体积变化引起的势能变化计算很省时，但是每一步都需要重新计算
cutV 。 

 下面证明维里压强确实对应于宏观的平均压强。 

证明：维里压强  
NT

F
P V

V


 
  

 
。NPT系综下， 

            
1

ln expG V F V PV Z V Z V F V PV


         (9.24) 

配分函数 

    expZ dV F V PV    (9.25) 

维里压强的平均值 
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  
 1

exp

exp
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
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    

 

  
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



 (9.26) 

上式分部积分后得到 

    
1

expP dV P F V PV P
Z

       (9.27) 

 

9.2.3. 巨正则系综 
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系统加上理想气体的热和粒子库的大体系的配分函数为 

  
 

 
  

1 1
0

0 P3 0 0
, , , , exp

! !
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


 

    (9.28) 

对N 求和后的配分函数 

  
 

 
  
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
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
    (9.29) 

令
0V V V   ，则 

  
   

  p3
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, , , ! !

N M N
M N

M

V V
f s N E s

Z M V V T h N M N



 

 
 (9.30) 

理想气体的化学势 

 
3

B lnk T    (9.31) 

其中

B2

h

mk T
  ，h为普朗克常数，m为理想气体粒子的质量。当热库趋于无穷大时，

, , ,
M M

V M
V N

   


，配分函数为 

  
 

  
1

p3 0
0

exp
, , exp

!

N

N N

N
N

N V
Z V T ds E s

N


 





 


   (9.32) 

对应的几率密度 

       p3

1
; exp exp

!

N N N

VT N
f s N N V E s

N
   


 (9.33) 

为了满足细致平衡条件，有 

    1 1P N N P N N      (9.34) 

而 

        1 1 1P N N f N N N acc N N          (9.35) 

令    1 1N N N N      ，即Markov链为对称，则 
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3

p

3 1

p

1

p p3

1 1

1

exp exp 1!
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exp
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1

N N
N

N N N

N N

acc N N f N

acc N N f N

E s N VN

N E s N V

V
E s E s

N

 

 




 





  


 

 

  

  
 

 (9.36) 

因此MC可分为如下两个步骤： 

1） 移动粒子：         p pmin 1,exp N Nacc s s E s E s     。 

2） 插入或删除粒子： 

插入：  
 

     p p3
1 min 1, exp 1

1

V
acc N N E N E N

N
 

 
         

， 

删除：        
3

p p1 min 1, exp 1
N

acc N N E N E N
V

 
 

       
 

。 


