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二、 热力学函数与关系 

2.1 . 麦克斯韦关系 

2.1.1． 麦克斯韦关系的推导 

只考虑机械做功的情形，热力学基本微分方程为 

 d d dU T S p V= −   (2.1) 

该式集中概括了第一定律和第二定律对可逆过程的全部结果。而 ( , )U S V 的全微分为 

 d d d
V S

U UU S V
S V

∂ ∂   = +   ∂ ∂   
  (2.2) 

上两式比较，得 

 V

S

U T
S
U p
V

∂  = ∂ 
∂  = − ∂ 

  (2.3) 

因为T 和 p 都为正，上面第一个公式 0
V

U
S

∂  > ∂ 
，物理意义是当体积不变（不做功）时，熵

与内能的变化趋势相同；第二个公式 0
S

U
V
∂  < ∂ 

，物理意义是当熵不变（绝热）时，体积与

内能的变化趋势相反。因为U 是态函数，所以 dU 是全微分。根据全微分条件，U 的二阶微

商与微商的先后次序无关，即 

 
2 2U U

V S S V
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

  (2.4) 

将式(2.4)应用于式(2.3)，得到 

 
S V

T p
V S
∂ ∂   = −   ∂ ∂   

  (2.5) 

上式是一个麦克斯韦关系，其他麦克斯韦关系可以通过勒让德变换求出。 
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2.1.2． 勒让德变换 

勒让德变换是指恒等式 

 ( )d d dx y xy y x= −   (2.6) 

将勒让德变换式 ( )d d dT S TS S T= − 代入式(2.1)，得到 

 ( )d d d dF U TS S T p V= − = − −   (2.7) 

因此有 

 V

T

FS
T
Fp
V

∂ = − ∂ 
∂ = − ∂ 

  (2.8) 

由全微分条件式(2.4)，可得 

 
T V

S p
V T
∂ ∂   =   ∂ ∂   

  (2.9) 

类似地，有 

 
d d d
d d d
H T S V p
G S T V p
= +
= − +

  (2.10) 

可得 

 
p

T

GS
T

GV
p

∂ = − ∂ 

 ∂
=  ∂ 

  (2.11) 

相应的麦克斯韦关系： 

 pS

pT

T V
p S

S V
p T

 ∂ ∂ =   ∂ ∂  

 ∂ ∂ = −  ∂ ∂  

  (2.12) 

麦克斯韦关系不是独立的，本质都是来源于热力学的基本微分方程。从一个麦克斯韦关系出

发，可以导出其余的麦克斯韦关系。 

常用的四个麦克斯韦关系总结如下： 

基本微分方程 麦克斯韦关系 
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d d dU T S p V= −  
S V

T p
V S
∂ ∂   = −   ∂ ∂   

 

d d dH T S V p= +  
pS

T V
p S

 ∂ ∂ =   ∂ ∂  
 

d d dF S T p V= − −  
T V

S p
V T
∂ ∂   =   ∂ ∂   

 

d dT dG S V p= − +  
pT

S V
p T

 ∂ ∂ = −  ∂ ∂  
 

2.1.3． 麦克斯韦方程应用举例 

例 1．利用麦克斯韦关系计算 p VC C− 。 

解：之前曾经得到表达式 

 ;V p
V p

U HC C
T T

∂ ∂   = =   ∂ ∂   
  (2.13) 

利用 d dQ T S= 和热容的原始定义
d
dy

QC
T

≡ ，可以得到另外两个表达式 

 ;V p
V p

S SC T C T
T T
∂ ∂   = =   ∂ ∂   

  (2.14) 

另一方面，把 ( ),S T p 看成复合函数 ( )( ), ,S T V T p ，其偏微商公式为 

 
p V T p

S S S V
T T V T
∂ ∂ ∂ ∂       = +       ∂ ∂ ∂ ∂       

  (2.15) 

所以有 

 p V
T p

S VC C T
V T
∂ ∂   − =    ∂ ∂   

  (2.16) 

上式中
T

S
V
∂ 

 ∂ 
不可直接测量，因此利用麦克斯韦关系式(2.9)，把上式化为 

 p V
V p

p VC C T
T T
∂ ∂   − =    ∂ ∂   

  (2.17) 

上式表明只要给定物态方程，就可以求出两个热容之差。对于理想气体，物态方程为

pV nRT= ，于是 p VC C nR− = 。 
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根据膨胀系数
1

p

V
V T

α ∂ ≡  ∂ 
和压强系数

1
V

p
p T

β ∂ ≡  ∂ 
 ，并且利用关系 T pα κ β= ，上式

还可以写成 

 
2

p V
T

C C TV α
κ

− =   (2.18) 

因为稳定的系统总有
1 0T

T

V
V p

κ  ∂
≡ − > ∂ 

，所以总有 p VC C≥ ，等号仅当 0α = 时成立。 

例 2．利用麦克斯韦关系计算
T

U
V
∂ 

 ∂ 
。 

解：由基本微分方程d d dU T S p V= − ，对于 ( ),S T V ，有 

 d d d d
V T

S SU T T V p V
T V

 ∂ ∂   = + −    ∂ ∂    
  (2.19) 

上式T 固定时，有 

 
T T

U ST p
V V
∂ ∂   = −   ∂ ∂   

  (2.20) 

利用麦克斯韦关系式(2.9)，得到 

 
T V

U pT p
V T
∂ ∂   = −   ∂ ∂   

  (2.21) 

上式也是给定物态方程后即可计算得到的。对于理想气体 0
T

U
V
∂  = ∂ 

，说明理想气体的内能

只是温度的函数 ( )U U T= 。 

2.2 . 基本热力学函数的确定 

所有的热力学函数中，物态方程、内能和熵是最基本的三个热力学函数，分别由热零、

一、二定律引入，只要知道这三个基本热力学函数，均匀系的全部平衡性质就完全确定了，

其他热力学函数都可以由这三个导出。 

以 ( ),T V 为独立变量的物态方程、内能和熵 
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( ),
( , )

( , )

p p T V
U U T V
S S T V

=


=
 =

  (2.22) 

要确定U 和 S ，需要通过实验测量获得物态方程（测温学）和热容（量热学）两方面知识，

也就是实验测定了物态方程和热容后，就可以通过热力学关系确定所有热力学量。 

首先确定内能。由内能的全微分 

 d d d
V T

U UU T V
T V

∂ ∂   = +   ∂ ∂   
  (2.23) 

利用式(2.21)，有 

 d d dV
V

pU C T T p V
T

 ∂ = + −  ∂  
  (2.24) 

积分得到 

 ( )
( )

( )

0 0

,

0,
, d d

T V

VT V
V

pU T V C T T p V U
T

  ∂ = + − +   ∂   
∫   (2.25) 

上式的二维积分可以选取垂直的两段路径，即 

 
( )

( )

0 0 0 0

,

,

T V T V

T V T V
= +∫ ∫ ∫   (2.26) 

于是 

 ( ) ( )
0 0

0 0, , d d
T V

VT V
V

pU T V C T V T T p V U
T

 ∂ = + − +  ∂  
∫ ∫   (2.27) 

其次可以求熵。由热力学基本微分方程 

 1d d dpS U V
T T

= +   (2.28) 

代入式(2.24)，得到 

 dd dV
V

T pS C V
T T

∂ = +  ∂ 
  (2.29) 

参照处理内能积分的方法，得到 

 ( ) ( )
0 0

0 0
d, , d

T V

VT V
V

T pS T V C T V V S
T T

∂ = + + ∂ ∫ ∫   (2.30) 
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2.3 . 几种体系的热力学函数 

2.3.1．黑体辐射 

在一个绝热空腔内包含所有频率的电磁波，每种频率的电磁波的振幅与相位是无规则的，

在空间的分布是均匀且各向同性的，这种空腔内与腔壁处于热平衡的辐射场称为黑体辐射或

者热辐射。 

首先证明：黑体辐射的内能密度，即单位体积的内能
Uu
V

≡ ，只是温度的函数。 

证明：设有 A 、 B 两个具有相同温度的空腔，但是形状、大小、腔壁物质都不相同。中间

由一根小管道连通，管道中放置滤波片，使得只有频率在 ( ), dν ν ν+ 之间的电磁辐射可以通

过。对于内能密度，显然有 

 
( )

( )
0

0

A A

B B

u u d

u u d

ν ν

ν ν

∞

∞

=

=

∫
∫

  (2.31) 

因此只要证明 ( ) ( )A Bu uν ν= ，就可以得到 A Bu u= 。 

下面根据热二定律的开尔文表述用反证法证明。假设 ( ) ( )A Bu uν ν> ，则单位时间通过

小管从 A净辐射到 B 的能量正比于 ( )dA Bc u u ν− ，其中 c 是真空中的光速，因此 A的内能减

少。因为 ,A B与外界无能量交换，各自体积也不变，由平衡的稳定性要求 0V
V

UC
T

∂ = > ∂ 
，

A 的内能减少导致温度降低，而 B 的内能增加导致温度升高。由于 ,A B的初始状态温度相

同，该温度差可以用来获得有用的功，也就是说在没有引起任何其他变化的情况下从单一热

源获得了有用功，这违反了热二定律得开尔文表述，因此是不可能的。反之 ( ) ( )A Bu uν ν< 也

不可能成立，因此只能有 ( ) ( )A Bu uν ν= 。由上可知， A Bu u= ，因为除了温度相同，其他条

件都可以不同，所以内能密度只能是温度的函数： 

 ( ) ( ),U U T V u T V= =   (2.32) 

证毕。 

其次，由电磁理论可知，黑体的辐射压强与热辐射的内能密度之间存在关系 

 
3
up =   (2.33) 
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最后来求黑体辐射的热力学函数。把式(2.32)和式(2.33)代入式(2.21)，得到 

 d
3 d 3
T u uu

T
= −   (2.34) 

整理后得 

 d d4u T
u T
=   (2.35) 

对上式积分，得到 

 4u Tσ=   (2.36) 
其中σ 是由实验确定的常数。内能为 

 4U T Vσ=   (2.37) 
辐射压强为 

 4

3
p Tσ
=   (2.38) 

上式就是黑体辐射的物态方程。注意这里压强是温度的函数，说明黑体辐射的压强与温度不

是独立变量，这和常规的热力学系统不同。 

从基本微分方程出发可以求得熵： 

 ( ) ( )
4

4 31 1 4d d d d d d
3 3
TS U p V T V V T V

T T
σσ σ = + = + =  

 
  (2.39) 

因为 ( )0 0S V = = ，所以上式积分后得 

 34
3

S T Vσ=   (2.40) 

其他热力学量为 

 

4

4

4
3
1
3

0

H U pV T V

F U TS T V

G U TS pV F pV

σ

σ

≡ + =

≡ − = −

≡ − + = + =

  (2.41) 

化学势 0G
N

µ = = 代表黑体辐射的光子数不守恒。由熵的表达式(2.40)可以得到定容热容 

 34 3V
V

SC T T V S
T

σ∂ = = = ∂ 
  (2.42) 

因为压强和温度不是独立变量，所以定压热容 p
p

HC
T

∂ =  ∂ 
为无穷大。 
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可逆绝热过程中熵不变，因此可逆绝热过程方程可以由式(2.40)得到为 

 3VT C=   (2.43) 
或者 

 4/3pV C′=   (2.44) 

其中C 和C′是两个不同的常数。 

2.3.2．理想气体 

已知理想气体的物态方程为 

 pV nRT=   (2.45) 

根据式(2.27)，内能为 

 ( ) ( ) 0VU T C T dT U= +∫   (2.46) 

根据式(2.30)，熵为 0
d lnV
TS C nR V S

T
= + +∫   (2.47) 

上式以 ( ),T V 为独立变量，利用 p VC C nR− = 和物态方程式(2.45)，可以得到以 ( ),T p 为独立

变量的熵的表达式： 

 0
d lnp

TS C nR p S
T

′= − +∫   (2.48) 

焓 

 0dpH U pV C T H≡ + = +∫   (2.49) 

其中 0 0H U= 。亥姆霍兹自由能为 

 0 0
dd lnV V
TF U TS C T T C nRT V U TS

T
≡ − = − − + −∫ ∫   (2.50) 

对变量
1 , dVC T
T

 
 
 ∫  做分部积分，得 

 0 02

d d lnV
TF T C T nRT V U TS

T
= − − + −∫ ∫   (2.51) 

吉布斯自由能为 

 
0 0

0 02

dd ln

d d ln

p p

p

TG H TS C T T C nRT p H TS
T

TT C T nRT p H TS
T

′≡ − = − + + −

′= − + + −

∫ ∫

∫ ∫
  (2.52) 

2.3.3．范德瓦耳斯气体 
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考虑一摩尔的范德瓦耳斯气体，广延量都用相应的小写字母代替，其物态方程为 

 ( )2

ap v b RT
v

 + − = 
 

  (2.53) 

利用热容表达式(2.14)和麦克斯韦关系式(2.9)，可以证明普遍关系 

 
2

2
v

T v

c pT
v T

 ∂ ∂  =   ∂ ∂   
  (2.54) 

对于范德瓦耳斯气体，由于 p 是T 的线性函数，有 

 0v

T

c
v

∂  = ∂ 
  (2.55) 

即 ( )vc T 与体积 v 无关。因为 v →∞时范德瓦耳斯气体趋近于理想气体，所以 vc 与理想气体

的定容比热相等。 

根据式(2.27)，内能为 

 ( ) 0, dv
au T v c T u
v

= − +∫   (2.56) 

根据式(2.30)，熵为 

 ( ) ( ) 0
d, lnv

Ts T v c R v b s
T

= + − +∫   (2.57) 

2.4 . 特性函数 

可以证明，在适当选择的独立变量下，只要给定一个热力学函数就可以确定均匀系统的

全部平衡性质，这个函数称为特性函数。 

独立变量 特性函数 相应的热力学基本方程 

( ),S V   ( ),U S V  d d dU T S p V= −   

( ),S p   ( ),H S p  d d dH T S V p= +   

( ),T V   ( ),F T V   d d dF S T p V= − −   

( ),T p   ( ),G T p   d d dG S T V p= − +   
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首先证明，以 ( ),S V 为独立变量时，内能 ( ),U S V 是特性函数。这就需要证明由给定的

内能函数出发，可以确定三个基本热力学函数作为可测量的量的状态变量。指定待求的基本

热力学函数的独立变量为 ( ),T V ，由基本热力学微分方程 

 d d dU T S p V= −   (2.58) 

得 

 ,
V S

U UT p
S V

∂ ∂   = = −   ∂ ∂   
  (2.59) 

由 ( ),U S V 已知，则 

 ( ) ( ), ,
V

UT T T S V S S T V
S

∂ = ⇒ = ⇒ = ∂ 
  (2.60) 

这样就得到了以 ( ),T V 为独立变量的熵的表达式。类似地， 

 ( ) ( )( ) ( ), , , ,
S

Up p p S V p p S T V V p T V
V
∂ = − ⇒ = ⇒ = = ∂ 

  (2.61) 

这样就可以求出来 ( ),p p T V= ，这样就确定了以 ( ),T V 为独立变量的物态方程。最后将

( ),S T V 代入 ( ),U S V ，可得 

 ( ) ( )( ) ( ), , , ,U U S V U S T V V U T V= = =   (2.62) 

这就是以 ( ),T V 为独立变量的内能的表达式。 

例：已知 4/3 1/3U CS V −= ，其中C 为正常数，求以 ( ),T V 为独立变量的三个基本热力学函

数。 

解：由 

 
1/34

3V

U C ST
S V

∂   = =   ∂   
  (2.63) 

可以得到 

 
3

33
4

S T V
C

 =  
 

  (2.64) 
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又由 

 
4/3

3S

U C Sp
V V
∂   = − =   ∂   

  (2.65) 

把熵的表达式代入，得到 

 
4

43
3 4
Cp T

C
 =  
 

  (2.66) 

和 

 
4

43
4

U C T V
C

 =  
 

  (2.67) 

令
43

4
C

C
σ  =  

 
，可以看出这个例子就是黑体辐射。 

下面再证明 ( ),F T V 是特性函数。由 

 d d dF S T p V= − −   (2.68) 

得 

 
( )

( )

,

,

V

T

FS S S T V
T
Fp p p T V
V

∂ = − ⇒ = ∂ 
∂ = − ⇒ = ∂ 

  (2.69) 

从而确定了熵与物态方程。再由U F TS= + ，有 

 2

V V

F FU F T T
T T T
∂  ∂    = − = −     ∂ ∂    

  (2.70) 

上式称为吉布斯—亥姆霍兹方程。 

焓和吉布斯函数的情形可以类似证明。吉布斯函数对应的吉布斯—亥姆霍兹方程为 

 2

p p

G GH G T T
T T T
∂  ∂    = − = −     ∂ ∂    

  (2.71) 

四个特性函数中 ( ),F T V 和 ( ),G T p 特别有用，因为相应的独立变量是可以直接测量的， 

二者需要实验测得的物态方程和热容来确定。以 ( ),G T p 为例，由 

 d d dG S T V p= − +   (2.72) 



12 
 

得到 

 ( ),
T

G V T p
p

 ∂
= ∂ 

  (2.73) 

右侧的物态方程已经由实验测定。保持温度不变对上式积分： 

 ( ) ( )
0 0

,
d , d

p p

p p
T

G T p
p V T p p

p
∂ 

= ∂ 
∫ ∫   (2.74) 

有 

 ( ) ( ) ( )
0

0, , d ,
p

p
G T p V T p p G T p= +∫   (2.75) 

为了确定 ( )0,G T p ，利用 

 
2

2p
p p

S GC T T
T T

 ∂ ∂ = = −   ∂ ∂   
  (2.76) 

对上式的积分考虑等压过程加上等温过程的两条垂直路径。首先是等压过程中保持 0p p= 不

变，有 

 ( )
0

0

2

2p
p p

GC T T
T

=

 ∂
= −  ∂ 

  (2.77) 

积分一次，得 

 ( )
0

0

1
d

p
p p

G TC T G
T T=

∂  = − + ∂  ∫   (2.78) 

再积分一次，得 

 ( ) ( )
00 1 0

d, d p
TG T p T C T G T G

T
= − + +∫ ∫   (2.79) 

其中 0 1,G G 均为积分常数。再考虑等温过程中
T

GV
p

 ∂
=  ∂ 

，代入上式得到 

 ( )
( )

( )
0 1 0

d, d d p
T

TG T p V p T C T G T G
T

= − + +∫ ∫ ∫   (2.80) 

其中 ( )T 表示积分时温度不变。由于观测性质联系的是等温过程中 G 的变化量，所以

1 0G T G+ 的值不影响观测性质。 
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2.5 . 物质量可变系统 
2.5.1. 化学势 

考虑只有一种物质的情形，物质量可变系统的热力学基本微分方程的形式为 

 d d d dU T S p V nµ= − +   (2.81) 

其中单位摩尔的化学势 

 G u Ts pv
n

µ ≡ = − +   (2.82) 

对式(2.81)的证明如下： 

对于 1 摩尔的物质，有 

 d d du T s p v= −   (2.83) 

因此 

 ( )d d( ) d d d d dU nu n u u n n T s p v u n= = + = − +   (2.84) 

而 

 
d d d
d d d

n s S s n
n v V v n

= −
= −

  (2.85) 

上两式代入式(2.84)，得到 

 ( )d d d d d d dU T S p V u Ts pv n T S p V nµ= − + − + = − +   (2.86) 

可以通过勒让德变换得到基本方程的其他表达形式： 

 
d d d d
d d d d
dG d d d

H T S V p n
F S T p V n

S T V p n

µ
µ
µ

= + +
= − − +
= − + +

  (2.87) 

进而可以得到相应的麦克斯韦关系，以及化学势的几种等价表达式： 

 
, , , ,S V S p T V T p

U H F G
n n n n

µ ∂ ∂ ∂ ∂       = = = =       ∂ ∂ ∂ ∂       
  (2.88) 

另外定义巨势 

 F n U TS n F GΨ ≡ − = − − = −µ µ   (2.89) 

相应的基本微分方程为 

 d d d dS T p V n µΨ = − − −   (2.90) 

2.5.2. 吉布斯—杜安关系（Gibbs—Duhem Relation） 

由 
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 d d d dU T S p V n= − + µ  (2.91) 

得到 

 1d d d dpS U V n
T T T

= + −
µ  (2.92) 

因此有 

 
, , ,

1 , ,
n V n U U V

S S p S
U T V T n T
∂ ∂ ∂     = = = −     ∂ ∂ ∂     

µ  (2.93) 

现在考虑均匀的热力学正则系统和比它大α 倍的相似系统。因为熵是广延量，所以有 

 ( ) ( ), , , ,S U V n S U V nα α α α=  (2.94) 

对α 求导，得 

 
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

n V n U V U

n V n U V U

U V nS S SS
U V n

S S SU V n
U V n

α α α
α α α α α α

α α α

     ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
= + +          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂
= + +          ∂ ∂ ∂     

 (2.95) 

令 1=α ，并利用式(2.93)，得 
 U TS pV n= − + µ  (2.96) 

这就是吉布斯—杜安关系。对上式作全微分并代入式(2.91)，得到微分形式的吉布斯—杜安

关系 
 d d d 0S T V p n µ− + =  (2.97) 

这一关系说明在均匀热力学系统中，强度量T ， P 和 µ 不能独立变化。由此可得吉布斯自

由能 

 ( ) ( ), , ,G T p N U TS pV T p n= − + = µ  (2.98) 

以及巨势 

 ( ), ,V T U TS n pVΨ = − − = −µ µ  (2.99) 
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