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三、 随机变量与随机过程 

3.1. 随机变量和矩 

一维实空间上，一个随机变量 X 的概率密度函数 ( )f x  满足非负条件 ( ) 0f x ≥  和归一

化条件 ( )d 1f x x
∞

−∞
=∫ 。随机变量 X 取值在 x 和 dx x+ 之间的概率为 ( )df x x 。离散变量可以通

过以下变换得到： 

 ( ) ( )i i
i

f x f x x= −∑    (3.1) 

其中 0if ≥ ， 1i
i

f =∑ 。 

X 的函数 ( )g X 的均值为 

 ( ) ( ) ( )dg X g x f x x
∞

−∞
= ∫   (3.2) 

特别地，m 阶矩（moment）定义为 

 m
m X =   (3.3) 

一阶矩就是 X 的期望值。方差（variance） 

 ( )22 2
2 1X X  = − = −   (3.4) 

方差的开方 X ∆ ≡ 就是标准偏差（standard deviation）或叫做均方根偏差（root-mean-square 
deviation）。 

如果当 x →∞时， ( )p x 衰减不够快的话， X 的某些矩有可能无定义。例如 Lorentz law

（或者叫 Cauchy law） 

 ( )
( )2 2

0

1 , 0af x a
x x a

= >
− +

  (3.5) 

任意阶矩都发散。 
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3.2．产生函数（特征函数） 

随机变量 X 的特征函数定义为 ( )f x 的傅立叶变换 

 ( ) ( )dikX ikxG k e e f x x
∞

−∞
= = ∫   (3.6) 

从而 

 ( ) ( )1 d
2

ikxf x e G k k
∞ −

−∞
= ∫

  (3.7) 

具有性质 ( )0 1G k = = 和 ( ) 1G k ≤ 。特征函数也叫做（矩）产生函数，因为对 k 作泰勒展开的

系数就是矩： 

 ( ) ( )
0 !

m

m
m

ik
G k

m


∞

=

= ∑   (3.8) 

但是即使一个函数的矩不存在时，也可以有产生函数。例如式(3.5)的产生函数为 

 ( )
( )

0

2 2
0

d
ikx

a k ikxa eG k x e
x x a

∞ − +

−∞
= =

− +∫
  (3.9) 

在 0k = 处上式不可导，对应于式(3.5)不存在矩。 

3.3．多变量分布 

对于 n 维随机变量 { }1, , nX X=X  ，其概率密度 ( )1, ,n nf x x  称为 n 个随机变量 

1, , nX X 的联合概率密度（joint probability density）。其子集 1, , ,sX X s n< 的概率密度 

 ( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , d ds s n s s n s nf x x f x x x x x x+ += ∫      (3.10) 

称为这 s 个相关变量的边际概率密度（marginal probability density）。在给定 1, ,s nx x+  值的条

件下， 1, , sX X 的条件概率密度（conditional probability density）记为 ( )| 1 1,, , | ,s n s s s nf x x x x− +  。 

如果两组子集的概率密度是统计独立的，则有 

 ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , ,n n n s s n s sf x x f x x f x x− +=     (3.11) 

多变量分布的矩定义为 

 ( )1 1
1 1 1 1, , , , d dn nm mm m

n n n n nX X f x x x x x x= ∫      (3.12) 

相应的特征函数 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1

1

1
1 1

, , 0 1

, ,
! !

n

n n n

n

m m
i k X k X n mm

n n n
m m n

ik ik
G k k e X X

m m

∞
+ +

=

= = ∑





 



  (3.13) 
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如果两个子集统计独立，则对应的特征函数是简单的乘积关系： 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , , ,n s s n s s n s s nG k k k k G k k G k k+ − +=      (3.14) 

同理，矩之间也是简单的乘积关系： 

 1 11 1
1 1 1 1

s s n s s nm m m m m mm m
s s n s s nX X X X X X X X+ +

+ +=      (3.15) 

对于 n 个随机变量，定义 n n× 的协方差（covariance）矩阵的矩阵元为 

 ( )( )ij i i j j i j i jC X X X X X X X X= − − = −   (3.16) 

对角元就是之前定义的方差，一定是非负数，而非对角元上的协方差可以是任意值。可以证

明
2 2 2

ij i jC ≤ 。归一化的关联系数（correlation coefficient） 

 i j i jij
ij

i j i j

X X X XC
c

 
−

= =   (3.17) 

取值在-1 到+1 之间，如果取值为零则两个变量不相关。不相关条件比统计独立条件要弱。 

复随机变量 Z X iY= + 由两个实随机变量组成，概率密度 ( )Zf z 是 X 和Y 的联合密度。

归一化条件为 

 ( ) 2 2d 1, d d dZf z z z x y= =∫   (3.18) 

方差
22

i i iZ Z = − 是非负实数。多个复变量 1, , nZ Z 的协方差矩阵元为 

 ( )( )* * * *
ij i i j j i j i jC Z Z Z Z Z Z Z Z= − − = −   (3.19) 

关联系数 ijc 是模小于 1 的复数。 

两个独立随机变量 1 2,X X 之和 1 2Y X X= + 所服从的分布 

 ( ) ( ) ( )
1 21 1 1dY X Xf y f x f y x x= −∫   (3.20) 

是这两个独立随机变量的卷积。对应的特征函数 

 ( ) ( ) ( )
1 2Y X XG k G k G k=   (3.21) 

无论 1 2,X X 是否相关，都有 

 1 2Y X X= +   (3.22) 

而只有当 1 2,X X 不相关时，才有 

 
1 2

2 2 2
Y X X  = +   (3.23) 

3.4. 几个重要的随机分布 
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（1）均匀分布： 

若一个随机事件有M 个取值，每个取值的概率为
1 , 1,2,ip i M
M

= =  ，则该概率分布

为均匀分布。其连续形式为 

 ( )
1 ,

0, Otherwise

a x b
f x b a

 ≤ ≤= −


  (3.24) 

（2）二项分布： 

如果一个试验独立重复了 n次，每次某事件发生的概率为 p ，不发生的概率为1 p− ，则

该事件共发生m 次的概率服从二项分布： 

 ( )C 1 n mm m
m np p p −= −   (3.25) 

（3）泊松分布： 
若随机变量 X 的可能取值为 0,1,2,，且满足概率分布 

 ( ) ( )exp
!

m

P X m
m
λ λ= = −   (3.26) 

则称 X 服从泊松分布。 

（4）指数分布： 
若随机变量 X 有概率密度函数 

 ( ) ( )exp , 0
0 0

x x
f x

x
λ λ − >

= 
≤

  (3.27) 

其中参数 0λ > ，则称 X 服从指数分布。 

3.5. 高斯分布 

单变量高斯分布的数学形式为 

 ( )
21

2
Ax Bx

f x Ce
− −

=   (3.28) 

其中归一化常数 

 
2 /2

2
B AAC e


−=   (3.29) 

令 /B A= − ， 2 1/ A = ，可以把高斯分布写成常用形式 

 ( ) ( )2

2

1 exp
22

x
f x

 −
 = −
 
 




  (3.30) 

其中就是均值， 2 就是方差。对应的特征函数为 

 ( ) 2 21exp
2

G k i k k  = − 
 

  (3.31) 
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因为特征函数在 0k = 处无限可微，所以高斯分布的所有阶矩都为有限值。 n 个独立同高斯

分布变量之和 1 nY X X= + + 的均值和方差都是单变量高斯分布之和。 

含有 n 个随机变量的高斯分布形式为 

 ( )1
, 1 1

1 1, , exp exp
2 2

n n

n n ij i j i i
i j i

f x x C A x x B x C
= =

   = − − = − ⋅ ⋅ − ⋅   
  

∑ ∑ x A x B x   (3.32) 

归一化因子 

 ( ) 1/2/2 12 exp
2

nC  −  = − ⋅ ⋅ 
 

A B M B   (3.33) 

其中 1−=M A 。对应的特征函数为 

 ( ) 1exp
2nG i = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 

 
k k M k k M B   (3.34) 

均值为 

 i ij j
j

X M B= −∑   (3.35) 

方差的矩阵元为 

 ( )( )ij i i j j ijC X X X X M= − − =   (3.36) 

当 n 个自变量不相关时， A和 1−=M A 都是对角矩阵，所以自变量是独立的。因此，对于高

斯分布而言，不相关和统计独立是等价的。 

当只有两个自变量时，协方差矩阵为 

 
2
1 12 1 2

2
12 1 2 2

c
c
 
 

 
=  
 

M   (3.37) 

它的逆矩阵为 

 
2
1 12 1 2

2 2
12 12 1 2 2

1/ /1
1 / 1/

c
c c

 
 

 −
=  

− − 
A   (3.38) 

对应的行列式值为 

 
( )2 2 2

1 2 12

1
1 c

=
−

A   (3.39) 

所以两变量高斯分布（均值为 0）可以写成 

 ( )
( ) ( )

2 2
1 12 1 2 2

2 1 2 1/2 2 222
1 21 2121 2 12

21 1, exp
2 12 1

x c x x xf x x
cc

   = − − +  −  −   
  (3.40) 

高斯分布的一个重要特征是所有的高阶关联都可以用两阶关联来表示。对于均值为 0
的多变量高斯分布变量而言，所有的奇数阶矩为 0，而偶数阶矩 

 i j k l p q u vX X X X X X X X= ∑    (3.41) 

其中求和遍历所有可能的成对情形。 

可以求解的高斯积分有： 
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( ) ( )

( )

2 2
1 2 10

2 1 2
10

1 3 2 1
exp d

2
!exp d

2

n
n n

n
n

n
x x x

nx x x

πλ
λ

λ
λ

∞

+ +

∞ +
+

−
− =

− =

∫

∫

 

  (3.42) 

特别地， 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0 0

2 2 3 2
3 20 0

4 2 5 2
5 30 0

1 1exp d , exp d
2 2

1 1exp d , exp d
4 2
3 1exp d , exp d
8

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

πλ λ
λ λ

πλ λ
λ λ
πλ λ
λ λ

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

− = − =

− = − =

− = − =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (3.43) 

积分范围为 ( ),−∞ +∞ 情形根据被积函数的奇偶性可知是 0 或者 ( )0,+∞ 情形的两倍。 

不可求解的高斯积分可以用误差函数 

 ( ) ( )2

0

2erf exp d
x

x y y
π

= −∫   (3.44) 

表示。其级数展开为 

 ( )
3 5 72erf

1! 3 2! 5 3! 7
x x xx x

π
 

= − + − + × × × 
   (3.45) 

当 x很大时，近似为 

 ( )
( )

( ) ( )

2

2 32 2 2

exp 1 1 3 1 3 5erf 1 1
2 2 2

x
x

xx x xπ

 − × × × ≈ − − + − +
 
 

   (3.46) 

3.6. 贝叶斯公式 
设 1 2, ,B B 为两两互斥的事件且在每次试验中至少发生一个，即 

 ( )
1 2

i jB B i j
B B

= Φ ≠
+ + = Ω

（空集）

（必然事件）
  (3.47) 

则该组事件称为完备事件群。考虑任一事件 A ，由条件概率的定义 

 ( ) ( ) ( )|i i iP AB P B P A B=   (3.48) 

可以得到全概率公式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2| | |i i
i

P A P B P A B P B P A B P B P A B= + + = ∑   (3.49) 

从而有贝叶斯公式 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

|
|

|
j j j

j
i i

i

P AB P B P A B
P B A

P A P B P A B
= =

∑
  (3.50) 

如果把 A 看成“结果”，{ }iB  看成导致 A 发生的各种可能的“原因”，贝叶斯公式的意



7 
 

义在于“由已经发生的结果反推可能的各种原因的概率”。 

3.7．大数定理 

设{ }, 1, 2, ,iX i N=  是独立同分布的随机变量，期望值为 a ，则对任意给定 0> ，有 

 ( )lim 0NN
P X a 

→∞
− ≥ =   (3.51) 

即样本数 N 越大，其均值偏离期望值 a 的可能性越小。  

3.8．中心极限定理 

如果 N 个统计独立的随机变量 1 NX X 都服从均值为 0，方差为 2 的高斯分布，则随机

变量 ( )1
1

1 =
N

i
N N

i

X
Y X X

N N=

= + ∑ 依然服从均值为 0，方差为 2 的高斯分布。从这个意义上

说，高斯分布是一种稳定的随机分布。 

拉普拉斯在 1812 年阐述了中心极限定理的内容为：即使 iX 不是高斯分布，当 N →∞时，

上述 NY 依然服从均值为 0，方差为 2 的高斯分布。为了证明该定理，可以考虑任一分布 ( )Xf x

的特征函数 

 ( ) ( )dikx
X XG k e f x x

∞

−∞
= ∫   (3.52) 

因为 iX 是统计独立的，所以 

 ( )
N

N

Y X
kG k G
N

  
=   

  
  (3.53) 

两边取对数，得 

 ( ) 1/2ln ln
NY X

kG k N G
N

 =  
 

  (3.54) 

把 1/2X
kG

N
 
 
 

对 1/2

k
N

做泰勒展开，得到 

 
2 3

2
1/2 3/2

1ln
2X

k k kG O
NN N


   = − +   

   
  (3.55) 

上式代入式(3.54)，得到 

 ( )
3

2 2
1/2

1ln
2NY

kG k k O
N


 

= − +  
 

  (3.56) 

当 N →∞时，
3

1/2

kO
N

 
 
 

趋于零， ( )
NYG k 趋近于均值为 0，方差为 2 的高斯分布。 

事实上，要求 1, , nX X 统计独立和有限方差是中心极限定理的充分非必要条件，可以
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放宽为无长程关联（没有 1i j−  的两个变量之间的关联）及方差“不太宽”条件 

 
( )

( )
2

2

d
lim 0

d

Xx y

y
Xx y

f x x
y

x f x x
>

→∞
<

=
∫
∫

  (3.57) 

中心极限定理依然成立。 

3.9. 随机过程 

如果一个随机变量是时间的函数 ( )X t ，则 ( )X t 被称为随机过程，对应的概率分布

( ),f x t 在每个时刻 t 都满足归一化条件 

 ( ), d 1f x t x
∞

−∞
=∫   (3.58) 

在 t 时刻的均值定义为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, d lim
N

r

N r
X t xf x t x x t

N
∞

−∞ →∞
=

= = ∑∫   (3.59) 

两个时间点随机变量的联合概率 ( )2 1 1 2 2, ; ,f x t x t 满足一致性条件 

 ( ) ( )2 1 1 2 2 2 1 1 1, ; , d ,f x t x t x f x t=∫   (3.60) 

说明对于 2x 的积分与 2t 无关。两个时间点乘积的均值为 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2, ; , d dX t X t x x f x t x t x x= ∫   (3.61) 

同一随机过程的时间自相关函数为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

,C t t X t X t X t X t

X t X t X t X t

   = − −   

= −
  (3.62) 

扩展到多时间点情形，对于 s n< ，有一致性条件 

 ( ) ( )1 1 1 1 1, ; , ; ; , d d , ; ; ,n s s n n s n s s sf x t x t x t x x f x t x t+ =∫       (3.63) 

多时间点关联为 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, ; ; , d dn n n n n nX t X t x x f x t x t x x= ∫      (3.64) 

对于有多个变量的随机过程，可以定义矩阵 ( ) ( ) ( ){ }1 , , nt X t X t≡X  ，对应的关联矩阵

的矩阵元为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2,ij i j i jC t t X t X t X t X t= −   (3.65) 

对角元上代表自相关，非对角元代表互相关。 

对于一个复变量的随机过程 ( ) ( ) ( ){ },Z t X t Y t= ，其概率密度 ( ),f z t 是 X 和Y 在 t 时刻的
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联合概率密度。 ( )Z t 的均值为 

 ( ) ( ) 2, dZ t zf z t z= ∫   (3.66) 

复变量的自相关函数 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 2 1 2 1 2,C t t Z t Z t Z t Z t= −   (3.67) 

 如果一个随机过程的联合概率密度 ( )1 1, ; ; ,n n nf x t x t 是高斯分布，则这一随机过程被称

为高斯过程。因为高斯分布的数学特性，高斯过程的所有特性都可以用单时间点均值 ( )X t

和两时间点均值 ( ) ( )1 2X t X t 完全描述。例如，对于均值为零的高斯过程， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i j k l p q u vX t X t X t X t X t X t X t X t= ∑    (3.68) 

其中求和遍历所有可能的对，所有奇数个乘积的均值都为零。 

3.10 稳态和各态历经 
如果一个随机过程所有的概率密度 nf 对于起始时间平移不变，则这一随机过程处于稳

态。对于任意的时间点个数 n 和时间间隔T ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1n nX t T X t T X t X t+ + =    (3.69) 

此时自相关函数只依赖于时间间隔 1 2t t≡ − ，即 ( ) ( )1 2,C t t C= 。物理中常见的自相关函数

具有指数衰减的特性： 

 ( ) ( )0 cexp /C C  = −   (3.70) 

当 c  时， ( ) 0C → ，因此 c 是该随机过程的特征关联时间。 

对于多变量稳态随机过程，关联矩阵的矩阵元 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ij i j i jC X X X X  = −   (3.71) 

存在关系 

 ( ) ( )ij ijC C = −   (3.72) 

如果一个稳态随机过程 ( )X t 的任意单一实现 ( )x t 都包含了 ( )X t 的所有统计信息，则称

( )X t 是各态历经的。 
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考虑 ( )X t 在时间段 ,
2 2
T Tt t − + 

 
的时间平均 

 ( )2

2

1( ) d
TtT

Tt
X t x t t

T
+

−
′ ′= ∫   (3.73) 

当T →∞时，对于稳态来说，上式不再依赖于T 和 t ，成为 ( )X t 时间平均的定义 

 ( ) ( )2

2

1lim lim d
TtT

TT T t
X X t x t t

T
+

→∞ →∞ −
′ ′= = ∫   (3.74) 

如果时间平均不依赖于具体实现，则完全等价于系综平均 X ，这种情况下 ( )X t 是各态历

经的。 
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