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热力学与统计物理 

王延颋 

2020 年 10 月 30 日 

五、热力学涨落 

5.1. 涨落—耗散定理 

对于经典系统，一个热力学量 A在非平衡过程中的系综平均 

 ( ) ( ) ( )d d , , ;N N N N N NA t P A t= ∫ r p r p r p  (5.1) 

其中 ( ),N Nr p 是初始状态点， ( ),N NP r p 是初始状态点的分布， t 是时间。 

对于稳恒系统（处于平衡态或者非平衡稳态）， A的系综平均与 t 无关： 

 ( ) ( )A t A t A= =  (5.2) 

5.1.1. 涨落的时间关联函数 

对于平衡体系，热力学量 A的微观涨落为 

 ( ) ( )A t A t Aδ = −  (5.3) 

定义涨落的时间关联函数 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 20 0C t A A t A A t Aδ δ= = −  (5.4) 

对于经典系统， 

 ( ) ( ) ( ) ( )d d , , ;0 , ;N N N N N N N NC t P A A tδ δ= ∫ r p r p r p r p  (5.5) 

其中 ( ),N NP r p 是平衡态相空间的分布函数。 

当 0t → 时，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )20 0 0C A A Aδ δ δ= =  (5.6) 

当 t →∞时， ( )A tδ 应该与 ( )0Aδ 不相关，因此有 

 ( ) ( ) ( )0C t A A tδ δ→  (5.7) 
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而 0Aδ = ，所以 t →∞时， ( ) 0C t → 。涨落的关联随时间衰减的现象被昂萨格称为“自发

涨落的回归”。 

根据各态历经原理（时间平均等于系综平均），涨落关联函数还可以写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00

10 lim dC t A A t t A t A t t
τ

τ
δ δ δ δ

τ→∞
= = +∫  (5.8) 

5.1.2. 回归假设 

对系统施加一个外场 f 时，如果相应的热力学量有线性关系 

 ( ) ( ), ,A t f A t fλ λ=  (5.9) 

则称系统处于线性响应区域。只有当系统偏离平衡态不太远时，上述线性关系才近似成立，

否则系统会呈现非线性响应。 

在线性响应区域，存在昂萨格回归假设：宏观非平衡扰动的弛豫与平衡态微观自发涨

落的回归遵从相同的规律。可以用数学形式表述为 

 
( )
( )

( )
( )0 0

A t C t
A C
∆

=
∆

 (5.10) 

其中 

 ( ) ( ) ( )A t A t A A tδ∆ = − =  (5.11) 

( )C t 由式(5.4)定义。因此对一个近平衡系统，我们无法区分系统内部自发的涨落和由外部

引发的对平衡态的小偏离。 

5.1.3. 涨落—耗散定理的推导 

昂萨格回归假设是涨落—耗散定理的一个直接推论。以下通过推导得到一种形式的涨落

—耗散定理：由关联函数求 ( )A t 的表达式。 

引入简化符号“经典求迹”符号 

 ( ) ( )tr d dN N= ∫ r p   (5.12) 

热力学量 ( ),N NA r p 在哈密顿量为 H 的平衡态下的系综平均为 

 ( )( ) ( )( )tr exp / tr expA A H Hβ β= − −  (5.13) 

系统受到外界的小扰动 
 H fA∆ = −  (5.14) 

其中 f 是与 A对应的外场（例如 f 是外电场，则 A是诱导偶极矩）。假设扰动作用从很早之
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前就开始，一直持续到 0t = 时突然撤除，则此时系统的分布函数为 

 ( ) ( )( ), expN NP H Hβ∝ − + ∆r p  (5.15) 

相应地 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( )0 tr exp / tr expA A H H H Hβ β= − + ∆ − + ∆  (5.16) 

时刻 t 时的非平衡系综平均 

 ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

( )( )( )
tr exp

tr
tr exp

A t H H
A t PA t

H H

β

β

− + ∆
= =

− + ∆
 (5.17) 

其中 ( ) ( ); ,N NA t A t≡ r p 是在哈密顿量 H 的控制下由 ( )0A 演化而来。 

上式对 H∆ 进行展开，得到 

 

( )
( ) ( )( )( )

( )( )( )
( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )

tr exp 1
tr exp 1

tr exp 1
tr exp tr exp

tr exp 1

tr exp
tr exp 1

tr exp

tr exp 1 tr exp
1

tr exp tr exp

1

A t H H
A t

H H

A t H H
H H H

A t H H

H H
H

H

A t H H H H
H H

A t A t H

β β

β β

β β

β β β

β β

β β
β

β

β β β β

β β

β

− − ∆ +
=

− − ∆ +

− − ∆ +
=

− − − ∆ +

− − ∆ +
=

 − ∆
− − +  − 

 − − ∆ + − ∆
= + +  − − 
= − ∆ +

















( )
( )( ) ( )( )2

H

A HA t A H O H

β

β β

∆

= − ∆ − ∆ + ∆

 (5.18) 

其中的  都是对哈密顿量 H 控制下的平衡态进行系综平均。将式(5.14)和式(5.3)代入上式，

得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20A t A t A f A A t O fβ δ δ∆ ≡ − = +  (5.19) 

这就是涨落—耗散定理的一种形式。注意在 0t = 时有 

 ( ) ( )20A f Aβ δ∆ =  (5.20) 

上两式相除，立即得到回归假设的表达式(5.10)。 

通过微观量的时间自相关函数的积分与宏观量建立起联系的一类关系叫做Green-Kubo

关系，其理论核心是涨落—耗散定理。Green-Kubo 关系的例子有： 

1）剪切粘滞度 
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( ) ( )

( )

0
B

1

1 0 d

1
2

xy xy

N
xy x y

i i i ij y ij
i i j

t t
Vk T

m v v x f r

η σ σ

σ

∞

= ≠

=

 
= + 

 

∫

∑ ∑
 (5.21) 

2）热传导率 

 

( ) ( )

( )

e e
2 0

B

e 2

1

1 0 d

d
d 2

T z z

N
i

z i i ij
i i j

j j t t
Vk T

zj m v v r
t

λ
∞

= ≠

=

 
= + 

 

∫

∑ ∑
 (5.22) 

3）电导率 

 

( ) ( )el el
e 0

B

el

1

1 0 dx x

N
x

x i i
i

j j t t
Vk T

j q v

σ
∞

=

=

=

∫

∑
 (5.23) 

4）扩散系数 

 ( ) ( )
0

1 0 dD v t v t
d

∞
= ⋅∫

 

  (5.24) 

其中 d 是维数。 

5.2. 线性响应理论 

运用响应函数的概念可以把涨落—耗散定理推广到更广义的情况： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2d ,A t t t t f t O fχ
∞

−∞
′ ′ ′∆ = +∫  (5.25) 

其中 ( ),t tχ ′ 称为响应函数，其物理意义为当系统在时刻 t′时受到扰动 ( )f t′ 后在时刻 t 系统

的相对热力学量 ( )A t∆ 的改变量。上式是线性条件式(5.9)的推广。响应函数是系统的内禀性

质，与 ( )f t′ 的具体性质无关。 

一个特殊情况是：如果扰动是发生在 0t 时刻的脉冲扰动 

 ( ) ( )0 0f t f t tδ= −  (5.26) 

则 
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 ( ) ( ) ( )2
0 0 0,A t f t t O fχ∆ = +  (5.27) 

此时响应函数就是 ( ) 0/A t f∆ 。所有其它情况的响应都可以看作是脉冲扰动响应的线性叠加。 

响应函数有两个性质：（1） ( ) ( ),t t t tχ χ′ ′= − 只是时间差值 t t′− 的函数，与绝对时间无

关；（2）因果律：当 0t t′− ≤ 时， ( ) 0t tχ ′− = 。 

 

因为响应函数与外场无关，所以我们可以不失一般性，选择和上节相同的微扰形式 

 ( )
0

0 0
f t

f t
t
<

=  ≥
 (5.28) 

代入式(5.25)，得到 

 ( ) ( ) ( )
0

d d
t

A t f t t t f t tχ χ
∞

−∞
′ ′ ′ ′∆ = − =∫ ∫  (5.29) 

与涨落—耗散定理式(5.19)比较，得到 

 ( ) ( ) ( )d 0 0
d

0 0

A A t t
t t

t

β δ δ
χ

− >= 
 <

 (5.30) 

即处于线性区域的非平衡系统的性质可以由相应平衡系统的自发涨落的关联得到。 

5.3．吸收能谱 

设对系统能量施加一个时间相关的微扰（例如交变电场） ( ) ( )f t A t− ，则单位时间内系

统吸收的总能量为 

 
( ) ( )a 0

d1 d
d
f t

U t A t
t

τ

τ
= − ∫  (5.31) 

其中τ 是观察的时间长度。对于频率为ω的单色谱扰动 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )*1Re exp exp exp
2

f t f i t f i t f i tω ω ωω ω ω= − = − +  (5.32) 

代入式(5.31)和式(5.29)，得 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*
a 0

*

0

1 d exp exp
2

1 d d exp exp
2

U tA t i f i t f i t

t A t t f t t i f i t f i t

τ

ω ω

τ

ω ω

ω ω ω ω
τ

χ ω ω ω
τ

∞

−∞

= − −

′ ′ ′= + − − −

∫

∫ ∫
 (5.33) 

对于足够长的观察时间 2 /τ π ω>> ，有 

 ( )
0

1 01 d exp
0 0

n
t in t

n
τ

ω
τ

=
=  ≠

∫  (5.34) 

把 ( ) ( )( ) ( )( )( )1 exp exp
2

f t t f i t t f i t tω ωω ω∗′ ′ ′− = − − + − 代入式(5.33)，经过计算得到 

 ( ) ( ) ( )2 d sin
2aU f t t tω
ωω χ ω

∞

−∞
= ∫  (5.35) 

由线性响应理论式(5.30)，并记 ( ) ( ) ( )0C t A A tδ δ≡ ，应用分部积分，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d sin sin cos
dC t

t t t dt t dtC t t
dt

χ ω β ω βω ω
∞ ∞ ∞

−∞
= − =∫ ∫ ∫  (5.36) 

所以有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
a 0

d 0 cos
2

U f t A A t tω
βωω δ δ ω

∞
= ∫  (5.37) 

所以吸收能谱正比于系统在平衡态的涨落相关函数的傅立叶变换。 

5.4. 准热力学理论 

一切热力学量（无论广延量还是强度量）都有涨落。对于属于宏观系统整体的热力学量，

由于系统所包含的粒子数极大，相对涨落可以忽略。但是对于涉及系统内部宏观小、微观大

部分的物理现象，热力学量的涨落就会表现出可观测的效应。准热力学理论不是以系统微观

状态的几率为基础，而是直接找出表达热力学量涨落的几率，并由此计算它们的涨落。热力

学理论中，热力学宏观量是没有涨落的。准热力学理论在热力学理论的基础上假设热力学宏

观量有涨落，是一个唯象理论。 

5.4.1. 基本公式 

对于孤立系统的平衡态，最可几分布出现的相对几率 maxW 正比于微观状态数。对有涨

落情况的 S 和W ，有 

 
max B

exp
S SW

W k
 − 

=  
 

  (5.38) 
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其中 S 对应于热力学平衡态的熵，因此是熵的最大值。令 S S S∆ ≡ − ，有 

 max
B

exp SW W
k

 ∆
=  

 
  (5.39) 

因为总有 0S∆ < ，所以 maxW W< 。 

对于非孤立系统，热库用“1”代表，系统和热库形成的大孤立系统用“2”代表，则系

统的能量和体积分别为 

 2 1 2 1,E E E V V V= − = −   (5.40) 

因为 2 2,E V 固定，所以涨落满足 

 1 1,E E E E V V V V∆ ≡ − = −∆ ∆ ≡ − = −∆   (5.41) 

孤立系的总熵 

 2 1S S S= +   (5.42) 

则由式(5.39)，有 

 1
2 max

B

exp S SW W
k

 ∆ + ∆
=  

 
  (5.43) 

认为热库足够大，温度和压强是固定值，分别为 ,T p ，应用热力学基本微分方程，有 

 1 1
1

E p VS
T

∆ + ∆
∆ =   (5.44) 

运用约束条件式(5.41)，得到 

 1
E p VS

T
∆ + ∆

∆ = −   (5.45) 

上式代入式(5.43)，并且认为热库的状态固定，得到系统状态出现的相对几率为 

 ( )( )2 max Bexp /W W W E T S p V k T= = − ∆ − ∆ + ∆   (5.46) 

对于涨落很小的情形，可以进行二阶展开： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2
2 2

0 0 0 0 0 0

, ,

, ,

1
2

E E E E S V E S V

E S S V V E S V

E E E E E E
S V S V S S V V

S V S V S S V V

∆ = − = −

= + ∆ + ∆ −

         ∂   ∂  ∂ ∂ ∂ ∂
 ≈ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆                   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            

  (5.47) 

其中下标“0”代表偏微商取 0, 0S V∆ = ∆ = 处的值。根据热力学基本微分方程： 

 d d dE T S p V= −   (5.48) 
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有 

 
0 0

,
E E

T p
S V

 ∂   ∂ 
= = −   

∂ ∂   
  (5.49) 

上两式代入式(5.47)，得到 

 

( )

1
2

1
2

E T S p V

T T p pS V S S V V
S V S V

T S p V T S p V

∆ ≈ ∆ − ∆

 ∂ ∂ ∂ ∂    + ∆ + ∆ ∆ − ∆ + ∆ ∆    ∂ ∂ ∂ ∂    

≈ ∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆ ∆

  (5.50) 

从而有 

 ( )1
2

E T S p V T S p V∆ − ∆ + ∆ ≈ ∆ ∆ − ∆ ∆   (5.51) 

上式代入式(5.46)，得到 

 max
B

exp
2

T S p VW W
k T

 ∆ ∆ − ∆ ∆
= − 

 
  (5.52) 

该公式适用于热力学量涨落较小的情形。 

5.4.2. 温度与体积的涨落 

以 ( ),T V 为自变量，将 S∆ 和 V∆ 展开到一阶： 

 V T

V T

S SS T V
T V
p pp T V
T V

∂ ∂   ∆ = ∆ + ∆   ∂ ∂   
∂ ∂   ∆ = ∆ + ∆   ∂ ∂   

  (5.53) 

利用麦克斯韦关系
T V

S p
V T
∂ ∂   =   ∂ ∂   

，有 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

V T V T

V

T

S S p pT S p V T T V V
T V T V

C pT V
T V

 ∂ ∂ ∂ ∂       ∆ ∆ − ∆ ∆ = ∆ + − ∆ ∆ − ∆        ∂ ∂ ∂ ∂        
∂ = ∆ − ∆ ∂ 

  (5.54) 

上式代入式(5.52)，得到 

 ( ) ( ) ( )2 2
max 2

B B

1, exp
2 2

V

T

C pW T V W T V
k T k T V

 ∂ ∆ ∆ = − ∆ + ∆  ∂  
  (5.55) 

上式中没有交叉项，因此有： 
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 0T V∆ ∆ =   (5.56) 

表明T 和V 的涨落是统计独立的。对式(5.55)积分并归一化，得到 

 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 2
2

B

2
2

B

2
B

d d ,

d d ,

d exp
2

d exp
2

V

V

V

T V T W T V
T

T V W T V

CT T T
k T

CT T
k T

k T
C

∞ ∞

−∞ −∞
∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

∞

−∞

∆ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ =

∆ ∆ ∆ ∆

 
∆ ∆ − ∆ 

 =
 

∆ − ∆ 
 

=

∫ ∫
∫ ∫

∫

∫
  (5.57) 

因为 B~VC Nk ，所以温度的相对涨落 

 
( )2

1T

T N

∆
   (5.58) 

同理可得 

 ( )2
B B T

T

VV k T k TV
p

κ
 ∂

∆ = − = ∂ 
  (5.59) 

因此体积的相对涨落 

 
( )2

B 1
T

V k T
V V N

κ
∆

=    (5.60) 

由数密度的定义
N
V

ρ ≡ ，当粒子数 N 固定且 V∆ 很小时，有 

 0V
V

ρ
ρ

∆ ∆
+ =   (5.61) 

于是粒子数密度的涨落 

 
( ) ( )2 2

B 1
T

V k T
V V N

ρ
κ

ρ

∆ ∆
= =    (5.62) 

同理，当体积V 固定时，总粒子数的涨落 

 
( ) ( )2 2

B 1
T

N k T
N V N

ρ
κ

ρ

∆ ∆
= =    (5.63) 

5.4.3. 压强的涨落 
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选 ( ),T V 为自变量，将压强的涨落展开到一阶： 

 
V T

p pp T V
T V
∂ ∂   ∆ = ∆ + ∆   ∂ ∂   

  (5.64) 

从而 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 22
V V T T

p p p pp T T V V
T T V V
∂ ∂ ∂ ∂       ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆       ∂ ∂ ∂ ∂       

  (5.65) 

把式(5.56)，(5.57)和(5.59)代入上式，得到 

 ( )
22

2 B
B

V TV

k T p pp k T
C T V

∂ ∂   ∆ = −   ∂ ∂   
  (5.66) 

可以证明，上式可以表达为 

 ( )2 B

S

k Tp
Vκ

∆ =   (5.67) 

因此压强的相对涨落 

 
( )2

B
2

1

S

p k T
p p V Nκ

∆
=    (5.68) 

用 T∆ 乘以式(5.64)再平均，得到 

 ( )
2

2 B

V T VV

k Tp p pT p T T V
T V C T
∂ ∂ ∂     ∆ ∆ = ∆ + ∆ ∆ =     ∂ ∂ ∂     

  (5.69) 

因此温度和压强的涨落不是统计独立的。 

5.5. 布朗运动理论 

1827 年，植物学家布朗（Brown）观察到水中的花粉粒子不停地作无规则运动。1877

年德尔索（Delsaulx）提出粒子受周围分子碰撞的猜想。20 世纪初，爱因斯坦（Einstein）、

斯莫陆焯夫斯基（Smoluchowski）和朗之万（Langevin）分别提出了布朗运动理论，并得到

皮兰（Perrin）的实验证实。对布朗运动的研究为物质原子论的确立起到了重大作用。 

5.5.1. 朗之万方程研究布朗运动 

布朗粒子的大小在微米量级，因此每个瞬间从不同方向与之发生碰撞的小分子（如水分

子）不平衡而产生的瞬时力使之发生运动。作用力可以分成与速度成正比的粘滞力和随机力

两部分，从而投影到一维的粒子运动方程可以写成朗之万方程： 
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 ( )d
d
vm v X t
t

α= − +   (5.70) 

其中m 是粒子质量， v 是粒子速度，α 是粘性阻力系数， ( )X t 是随机的涨落力。用粒子坐

标 ( )x t 可以把上式表示成： 

 ( )
2

2

d d
d d

x xm X t
t t

α= − +   (5.71) 

粒子的均方位移 ( )2x t 可以求解如下。上式两边乘以 x ，得 

 
2

2

d d
d d

x xmx x xX
t t

α= − +   (5.72) 

由于 

 

2

2 22 2
2

2 2

d 1 d
d 2 d
d d d d 1 d d
d d d d 2 d d

xx x
t t
x x x xx x x

t t t t t t

=

     = − = −     
     

  (5.73) 

式(5.72)化为 

 
22 2

2
2

d d d
2 d d 2 d
m x xx m xX

t t t
α − = − + 

 
  (5.74) 

上式对大量布朗粒子进行系综平均，得到 

 
2

2 2 2
2

d d
2 d 2 d
m x m v x xX

t t
α

− = − +   (5.75) 

因为涨落力 ( )X t 是统计意义上空间对称的且与粒子的位置无关，因此有 

 0xX x X= =   (5.76) 

又由能量均分定理，有 

 2
Bm v k T=   (5.77) 

于是式(5.75)化为 

 
2

2 2B
2

2d 1 d 0
d d

k Tx x
t m tτ

− + =   (5.78) 

其中
mτ
α

 ≡  
 

是弛豫时间。该微分方程的解为 

 2 B
1 2

2 expk T tx t C C
m
τ

τ
 = + − + 
 

  (5.79) 
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其中 1 2,C C 为积分常数。选取初始条件为 ( )2 0 0x t = = 和 ( )2d 0 0
d

x t
t

= = ，有 

 ( )
2

2 B2 1 expk T t tx t
m
τ

τ τ
   = − − −   

   
  (5.80) 

当 t τ ，即观察时间远小于弛豫时间时，则有 

 ( )
2 2

2 2 2 2B B
2

2
2

k T k Tt t tx t t v t
m m
τ

τ τ τ
 

≈ − + = = 
 

  (5.81) 

符合力学运动规律 x vt= ，粒子作自由运动。当 t τ ，即观察时间远大于弛豫时间时，有 

 ( )
2

2 B B B2 2 2 2k T k T k Ttx t t t Dt
m m
τ τ

τ α
 ≈ = = = 
 

  (5.82) 

其中扩散系数满足的关系 Bk TD
α

= 称为爱因斯坦关系。对于半径为 a、密度为 ρ 的颗粒球，

质量 34
3

m aπ ρ= ，由斯托克斯（Stokes）定律 

 6 aα π η=   (5.83) 

其中η 是粘滞系数，有 

 2

9
2m a

α η
ρ

=   (5.84) 

因此粒子的均方位移 ( )2x t 和时间 t 以及温度T 成正比，和粘滞系数η 成反比。 

5.5.2. 扩散方程研究布朗运动 

设有大量布朗粒子悬浮在液体中， ( ),x tρ 是粒子的数密度，定义转移几率 ( ), df x t x 为

( )0 0x t = = 的粒子在 t 时刻转移到 x和 dx x+ 之间的几率，则有 

 ( ) ( ) ( ), , , dx t f x x x t xρ τ τ ρ
∞

−∞
′ ′ ′+ = −∫   (5.85) 

令 x xξ ′≡ − ，上式写为 

 ( ) ( ) ( ), , , dx t f x tρ τ ξ τ ρ ξ ξ
∞

−∞
+ = −∫   (5.86) 

转移几率具有如下性质： 

 
( )

( ) ( )
, d 1

, ,

f

f f

ξ τ ξ

ξ τ ξ τ

∞

−∞
=

= −
∫   (5.87) 

设τ 在宏观意义上很小，则式(5.86)左边可以按照τ 的幂次展开： 
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 ( ) ( )
2 2

2, ,
2

x t x t
t t
ρ τ ρρ τ ρ τ ∂ ∂

+ = + + +
∂ ∂

   (5.88) 

式(5.86)右边贡献大的是小ξ 值的情形，可以按照ξ 的幂次展开： 

 ( ) ( )
2 2

2, ,
2

x t x t
x x
ρ ξ ρρ ξ ρ ξ ∂ ∂

− = − + +
∂ ∂

   (5.89) 

上两式代入式(5.86)，并利用式(5.87)中的性质，可得 

 
2 2

22t x
ξρ ρτ ∂ ∂

=
∂ ∂

  (5.90) 

其中 

 ( )2 2 , dfξ ξ ξ τ ξ
∞

−∞
= ∫   (5.91) 

亦即 

 
2

2 0D
t x
ρ ρ∂ ∂
− =

∂ ∂
  (5.92) 

其中

2

2
D

ξ

τ
≡ 是扩散系数，上式就是扩散方程。 

将式(5.85)代入上式，可得 

 ( ) ( ) ( )
2

2, , , d 0f x x D f x x x t x
x

τ τ ρ
τ

∞

−∞

 ∂ ∂′ ′ ′ ′− − − = ∂ ∂ 
∫   (5.93) 

该式对任意 ρ 都成立，所以被积函数必须等于零： 

 ( ) ( )
2

2, , 0f D fξ τ ξ τ
τ ξ
∂ ∂

− =
∂ ∂

  (5.94) 

说明 f 和 ρ 满足同样的扩散方程。 

可以证明，扩散方程的普遍解为高斯分布： 

 ( )
21, exp

42
f

DD
ξξ τ
τπ τ

 
= − 

 
  (5.95) 

代入式(5.91)，得到 

 2 2Dξ τ=   (5.96) 

对照式(5.82)，说明式(5.82)中的 D 和上式中的 D 完全相同，就是扩散系数。 

5.5.3. 无规行走研究布朗运动 

假设布朗粒子每一步在很短的单位时间τ 内行走固定的长度λ，没有外力时朝正向和负

向行走的几率都是
1
2
。在时间间隔 t 内共行走

tN
τ

= 步，其中 1N 步朝正向走， 2 1N N N= − 步

朝负向走。令 1 2m N N= − ，则经过 N 步后，离出发点的距离为 
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 ( )1 2x N N mλ λ= − =   (5.97) 

相应的概率密度服从二项式分布： 

 ( ) ( )/2 1
2

N
N m

N NP m C +  =  
 

  (5.98) 

当 N 很大时，有 1N m  ，应用斯特林公式，有 

 
( ) ( )

( )
2

2

1ln ! ln 1 ln 2
2

1ln ln ln 1 ln
2 2 2 2

N N N N

N m N m mN m
N N N

π= − +

   ± ≈ + ± ≈ ± −   
   

  (5.99) 

因此，式(5.98)近似为高斯分布： 

 ( )
22 exp

2N
mP m

N Nπ
 

= − 
 

  (5.100) 

由于 1 2m N N= − ，相邻的两个m 的差值为 2，因此改用粒子坐标 x表达上式时，( ), dx x x+ 之

间可取的m 值有
d
2

x
λ
个： 

 ( ) ( )
2

22

d d, d exp
2 22

N
x x xP x x P m

NN
λ

λ λπ λ

 
= = − 

 
  (5.101) 

又由
tN
τ

= ，令
2

2
D λ

τ
≡ ，上式改写成 

 ( )
2d, d exp

42
x xP x t x

DtDtπ
 

= − 
 

  (5.102) 

因此粒子的均方位移为 

 ( ) ( )2 2 , d 2x t x P x t x Dt
∞

−∞
= =∫   (5.103) 

与前两节的结果相同，表明这里的 D 就是扩散系数。 
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