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九、平均场理论 

9.1. 自发对称破缺 

如果考察磁化强度的定义 
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由于哈密顿量的对称性，任何温度下都应该为零。那么自发磁化是如何出现的呢？ 

一种解释是看以磁化强度M 为参量的自由能曲面。相应的配分函数的分量为 

      expNZ M M M E    


   (9.2) 

其中  M M  当 M M 时为 1，否则为 0。相应的自由能曲面 
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决定了系统改变 M 的可逆功（见下图）。图中的 *E 是系统依靠热涨落从一个势阱跳到另一

个势阱所需翻越的势垒。在二维情形下， * 1/2~E N ，三维情形下， * 2/3~E N ，因此势垒随粒

子数增加而增加，而能量的热涨落随粒子数增加而减小，所以当 N 时，系统翻越势垒

的几率趋于 0，系统将（几乎）永远处于由初始条件确定的势阱中。而当温度增加时，翻越

势垒变得容易，当
cT T 时， * 0E  ，系统恢复了对称性。 

另一个看待对称性破缺的角度是考察序关联函数 

 ij i j i jC s s s s   (9.4) 
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磁化率为 
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 (9.5) 

其中所有位点都是全同的。该表达式只有当关联函数
1 jC 对于 N 时依然不为 0 才会发

散，因此磁化率的发散对应于自旋的长程序关联。而在
cT T 时，当 N ，磁化强度 
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在 0h  处不连续，因此  发散，对应于长程序关联。其中
0 0m  是平均每个位点的自发磁

化强度。 

有对称破缺发生的一级相变（例如固液相变）没有临界点。 

9.2. 分子平均场理论 

分子平均场理论的基本思想是研究某个给定的分子，并且忽略涨落，把周围的分子对给

定分子的作用看作是平均场，从而把多体的统计问题简化成少体问题。这一平均场方法对于

四维及以上的系统是正确的。在三维及以下远离临界点时符合得比较好。以下以伊辛模型为

例。 

把伊辛模型的哈密顿量 
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对
is 求偏导，得到作用在 i 上的瞬时磁场 
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其中求和只对 i 的临近位点进行。瞬时磁场的系综平均值为 
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其中 z 是临近位点的数目。原哈密顿量近似为分子平均场的哈密顿量 
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从而得到自洽场方程 
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令 im s ，当外场 0h  时，只有当 1zJ  时m 才有非零解。所以对于立方晶格，临

界温度 

 
c B2 /T dJ k  (9.12) 

其中 d 是系统的维数。对于
cT T ，温度和平均磁化强度的关系为 
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可以看出对于每个温度都有m m  两个对称的解，这是对称性破缺的直接结果。 

这一理论对于一、二、三维伊辛模型给出的临界温度分别为
B B B2 / ,4 / ,6 / ,J k J k J k 而实

际临界温度分别为
B B0, 2.3 / , 4 /J k J k  ，有很大差异。 

9.3. 热力学微扰理论 

热力学微扰理论是另一种形式的平均场理论，主要思想是固定单个位点的哈密顿量，通

过变分原理确定最优的扰动项。仍旧以伊辛模型为例，把位点之间的相互作用看作是对位点

本身的扰动作用，从而把系统哈密顿量写为 
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其中 h 是待定的代表位点间相互作用的等效磁场，则 

 
TPH H H    (9.15) 

是系统的真实哈密顿量与微扰平均场理论的哈密顿量之间的差异，而系统配分函数 
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 (9.16) 

其中平均场配分函数 
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定义微扰平均场的系综平均 

    
 

TPTP
TP

1
exp

is

H
Z

   (9.18) 

则某个位点的平均自旋为 

   0TP
tanhis h h    (9.19) 
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系统配分函数写为 

  TP TP
expNZ Z H    (9.20) 

以下证明真实的配分函数是热力学微扰近似的上界。利用  exp 1x x  ，得到 

        exp exp exp exp 1 expx x x x x x x x       (9.21) 

因而有 

  TP TP
expNZ Z H    (9.22) 

以上不等式被称为吉布斯—博戈留波夫—费曼边界。可以利用这一不等式，应用变分原理求

最优扰动解（与真实的配分函数差别最小的解）： 
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上式做变分后得到 
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由于平均场模型中各自旋不相关，有 
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因此 
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从而 
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另一方面，由式(9.17)和式(9.19)，有 
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  (9.28) 

把式(9.28)和式(9.27)代入式(9.24)，得到 

   0 0TP
tanhih zJ s zJ h h       (9.29) 

把上式与式(9.9)比较可知，此最优解与从物理图像出发的分子平均场一致，因此分子平均场

的结果是在平均场假定的框架下所能获得的最好的解。 
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9.4. 朗道平均场理论 

9.4.1. 二级相变 

朗道自由能是指在态空间相对于给定的序参量形成的自由能曲面，以下只考察一个热

力学态对应于一个序参量值m （而非空间函数  m x ）的简化情形。对于二级相变，在临界

点
cT 附近，系统的磁化强度m 数值很小，因此可以通过泰勒展开，把朗道自由能写成金兹

堡—朗道（Ginzburg—Langdau）泛函： 
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其中
0C 是与m 无关的常数。上式的泛函对于单一序参量值已经退化成函数。该泛函的设置

出于以下考虑：（1）忽略m 在临界点附近的涨落；（2）不改变原系统哈密顿量的对称性，因

此泛函中除了外场项外都是偶次幂；（3） 0b  以保证更高阶项都是可忽略的小量；（4） 0a  ，

当
cT T 时，朗道自由能只有 0m  一个极小值，而当

cT T 时，有两个不为零的极小值。 

序参量随温度的变化见下图，在临界点处产生对称破缺。 

  (9.31) 

自由能极小值对应的序参量
0m 必须满足条件 
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对上式计算可得 
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其中 c

c
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 。当 0h  时，解得 
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由此得到序参量临界指数
1

2
  。 

由式(9.33)的第一式和式(9.34)得到 
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因此求得响应函数临界指数 1  。 

式(9.33)的第一式中，令 0t  ，得到临界点的物态方程 
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因此求得物态方程临界指数 3  。 

当 0h  时，把式(9.34)代入式(9.31)，得到 
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由此得到热容 
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能使这一热容在临界点两边都满足标度律 ~C t

的只能是 0  。 

考虑序参量在空间的变化，还可以算出两个关联临界指数
1

, 0
2

   。归纳起来，朗

道的平均场理论给出的六个临界指数的值为 

 
1 1

0, , 1, 3, , 0.
2 2

                (9.39) 

可以证明，气液系统的范德华方程和铁磁的外斯模型都在朗道平均场理论的框架内。 

9.4.2. 一级相变 

当外场为零时，若 0b  ，需要在金兹堡—朗道泛函中再加一项以保持稳定。依然假设

m 在全空间均匀，有 
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其中 0

cT 是过冷温度。该自由能泛函可以用来描述一级相变，图解见下图。
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  是过

热温度，
2

0

c c
8

b
T T

va
  是一级相变点。 

当
1T T 时，只有 0m  一个极小值点，系统完全无序；当

1T T 时，出现另外两个对

称的亚稳态点；当
cT T 时，这两个点比零点更稳定，零点变成亚稳态点；当 0

cT T 时，

零点不再是亚稳态点，系统有两个对称的最小值点。 

9.4.3. 金兹堡判据 

因为平均场理论忽略了系统的涨落，而涨落与关联成正比，趋近于临界点时占主导地

位，因此平均场理论在临界点附近容易失效。下面研究平均场理论成立（即可以忽略涨

落）的条件。 

依然以铁磁系统为例。总磁化率 
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其中 M 是总磁化强度。涨落可以忽略的条件是 

 
 

2

B

2 2
1

M k T

M M

 
   (9.42) 

由此给出金兹堡判据 
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考虑一个在体积为 ~ dV  的空间内的系统从低温趋近于临界点 
cT T 。把临界指数关
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（其中 a和b 都是正常数）代入上式，得到 
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而关联长度 
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  (9.46) 

其中 c 是正常数，所以有 
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利用标度律 2 2     以及朗道的平均场理论给出的数值
1

2
  和 0  ，把上式写为 
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  (9.48) 

其中
2

B c

db c
D

ak T
 为正常数。因为 t 的数值可以任意小，因此上式成立的条件为 4d  ，这就是

金兹堡判据给出的朗道平均场理论成立的条件。当 4d  时，朗道平均场理论不适用，而当

4d  时不十分适用，需要计入对涨落的修正才适用。 

 


