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热力学与统计物理 

王延颋 

2020 年 11 月 5 日 

十二、量子统计物理基础 

12.1. 量子近独立系统 

如果组成系统的子系之间相互作用很弱，可以忽略不计，以至于系统的总能量 E 近似等

于各个粒子能量
i 之和： 
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   (12.1) 

则称该系统为近独立子系组成的系统。“近独立子系”的说法是强调粒子之间需要有相互作

用以达到平衡，但是到达平衡态后可以看作是完全独立的子系组成的平衡态系统。假设粒子

只能处于分立的量子能级
1 2, , , ,   ，简并度为

1 2, , , ,g g g ，平衡态时能级上占据的粒

子数为
1 2, , , ,a a a （称为微观分布，记为 a ），对于孤立系统（ NVE 系综），允许出现的

微观分布必须满足如下两个条件： 

 a N



   (12.2) 

和 

 a E 



    (12.3) 

对于处于平衡态的孤立系统，等几率原理说明某一微观分布 a 出现的几率   P a 正比于

该分布对应的微观状态数   W a ，即 

      P a W a    (12.4) 

12.1.1．最可几分布 

最可几分布法：对处于平衡态下的孤立系统，先求出任意分布 a 的相对几率   W a ，

再从宏观状态所允许的所有分布中找出使   W a 取极大的分布。数学上相当于在一定的约

束条件下求多变量函数   W a 的条件极值，即在 
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  (12.5) 
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的约束条件下求解 

   ln 0W a    (12.6) 

可以证明对于粒子数很大的宏观系统，热力学几率显著不为零的分布集中在以最可几分布

a
为中心的很窄的范围内，外部的分布对统计平均的贡献可以忽略，因此最可几分布等于

平均分布 

   
 a

a a P a


     (12.7) 

由热一定律，微小的可逆过程 

 
d d dy d dy
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因为 

 d d l
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有 

 d d d dl l l l
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于是热量 

 d dQ a 



   (12.11) 

意味着吸热会引起平均分布的改变，从而绝热过程是平均分布不发生改变的过程，外参量的

变化会导致粒子能级的变化，但不改变平均分布。 

12.1.2．定域子系 

考虑全同定域子系组成的孤立系统，微观分布 a 必须满足 
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  (12.12) 

定域子系的粒子是可分辨的，因此微观分布 a 对应的系统微观状态数为 

   
!

!

aN
W a g

a

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

 


  (12.13) 

其中 a
g 

 代表特定的 a 个粒子在  能级上的 g 个不同简并态上的占据方式；因为不同能级

上的粒子互换会产生新的微观状态，所以要乘以相应的倍数
!

!

N

a




。考虑量子全同性，粒子

互换不产生新的粒子分布，式(12.13)需要除以 !N ，修正为 
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   
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   (12.14) 

应用斯特林公式 

  ln ! ln 1 , 1a a a a       (12.15) 

可得 
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因此 
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上式中的 a 必须满足两个约束条件： 
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应用拉格朗日未定乘子法，有两个约束条件，需要两个未定乘子 和  ： 

 ln ln 0
a

W N E a
g


 

 

     
 

       
 

   (12.19) 

每个 a 前面的系数都要等于零： 

 ln 0
a

g






      (12.20) 

可以得到极值解为 

  expa a g          (12.21) 

该式称为麦克斯韦—玻尔兹曼分布。又因为 

   
 

2

2 ln ln 0
aa

W a a
g a


 

  
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 
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 
    (12.22) 

所以式(12.21)的解是极大值。代入约束条件式(12.12)，有 
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12.1.3．非定域子系  

非定域的全同粒子是不可分辨的：玻色子交换对称，费米子交换反对称。 

对于费米子系统，每个量子态最多只能放置一个费米子，因此每个
 能量态上可以放

置 a
个费米子的不同方式的数目为 

 
 

!

! !

a

g

g
C

a g a
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
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  (12.24) 

整个系统的分布 a 对应的系统微观状态数为 

    a

gW a C 





   (12.25) 

对式(12.25)应用斯特令公式，得到 

     ln ln ln lnW g g a a g a g a       



       (12.26) 

两个约束条件对 a
求变分，有 
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在以上两个约束条件下，应用拉格朗日未定乘子法对式(12.26)求极值，有 

 ln 0
g a

a
a

 
 

 

  
 

   
 

   (12.28) 

从而 

  exp
g a

a

 




 


    (12.29) 

上式求解得到最可几分布和平均分布为 

 
 exp 1

g
a a 
 

 
 

 
  (12.30) 

这就是费米—狄拉克分布，简称费米分布。 

对于玻色子，因为不受泡利原理的限制，可以有 a g  。把代表量子态的盒子按照标号

排成一排，把不可分辨的代表玻色子的球插入盒子中间的位置，盒子右边的球被认为是放在

盒子里的。因为最左边必须是盒子，所以该问题是 1g  个按标号顺序放好的盒子和 a 个不

可分辨小球的全排列，因此在能级  上可能的不同微观状态的数目为 

 
 

 
1

1 !

! 1 !

a
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C

a g


 

 

 

 

 



  (12.31) 

整个系统的分布 a 对应的系统微观状态数为 

    1

a

a gW a C 

 



    (12.32) 

当 1, 1a g  时，可以略去上式中的 1 ，并且应用斯特林公式，得到 

     ln ln ln lnW g a g a a a g g       



       (12.33) 
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在总粒子数和总能量守恒这两个约束条件下应用拉格朗日未定乘子法，得到 

 ln 0
g a

a
a

 
 

 

  
 

   
 

   (12.34) 

从而得到 

 
 exp 1

g
a a 
 

 
 

 
  (12.35) 

这就是玻色—爱因斯坦分布，简称玻色分布。 

在体积V 的自由空间中，量子粒子的波函数为平面波，量子态由动量 p 表征，基

态为 0p  ，动量变化几乎是连续的。对所有量子态的求和可以近似为积分 

 
 

3 2

3 3

4
d d

i

V V
p p p

h h


   

p

  (12.36) 

因而  , dp p p 动量范围内的简并度为 

 2

3

4
d dp s

V
g p g p p

h


   (12.37) 

其中
sg 是量子粒子自旋的简并度。 

12.1.4．量子近独立系统的巨正则系综  

由式(12.7)，量子近独立系统可以看作在最可几分布附近涨落的巨正则系综。根据系综

理论，巨配分函数为 

  
0

exp N

N

N Z




      (12.38) 

其中对应的正则系综配分函数 

  expN s

s

Z U    (12.39) 

对于量子近独立系统，上两式等价于每个能级上粒子数可以独立变化的情形，因此有 

 



     (12.40) 

能级上的巨配分函数 

           
0 0

exp exp exp
a a

a W a a W a a
 

           
 

 

          (12.41) 

其中  W a 是在能级上具有 a 个粒子的微观状态，即能量态  的简并度。两个拉格朗日

未定乘子为 

 
B

1
,

k T
       (12.42) 

分别对应于热动平衡中的相变平衡条件和热平衡条件。 

 

对于麦克斯韦—玻尔兹曼分布，由式(12.14)，可得 
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      
0

exp exp exp
!

a

a

g
a g

a






    



   




         (12.43) 

由式(12.23)可知 

 ln ln N


      (12.44) 

引入子系配分函数 

  expZ g 


    (12.45) 

根据式(12.38)和式(12.43)，考虑量子全同性除以 !N  的修正，巨配分函数可以写为 

      
0

exp / ! exp exp
N

N

Z N Z 




       (12.46) 

把式(12.44)代入上式，可得 

 ln
Z

N


 
  

 
  (12.47) 

由式(12.23)可知 

  
ln

exp
N Z

E g N
Z

  


 



   


   (12.48) 

即定域近独立系统可以用子系的正则配分函数进行描述。 

对于费米—狄拉克分布，由式(12.25)和数学公式 

  
 0

!
1

! !

m
m n

n

m
x x

n m n

 


   (12.49) 

可得 

 
 

     
0

!
exp 1 exp

! !

g
g

a

g
a

a g a







   

  

   


       


   (12.50) 

对于玻色—爱因斯坦分布，由式(12.32)和数学公式 

  
 

 0

1 !
1

! 1 !

m n

n

m n
x x

n m






 
 


   (12.51) 

可得 

 
 

 
     

0

1 !
exp 1 exp

! 1 !

g

a

a g
a

a g





 

   

 

   






 
       


   (12.52) 

根据 

 lna 



  


  (12.53) 

或者 

 
1

lna

 


  


  (12.54) 

可以验证由巨配分函数求得的平均粒子数和最可几分布的平均粒子数相同。 
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由三大分布的巨配分函数，运用巨正则系综理论，就可以求得所有热力学量。 

12.1.5．二能级系统 

设由 N 个近独立的定域子系组成的处于平衡态的系统，只有
1 2,       两个能级，

每个能级的简并度都是 1，即
1 2 1g g  ，该系统称为二能级系统。以下求子系按能级的平

均分布以及系统的内能与热容。 

由麦克斯韦—玻尔兹曼分布，子系配分函数为 

      exp exp expZ g 



         (12.55) 

参数 由下式确定： 

  
   

exp
exp exp

N N

Z


 
  

 
  (12.56) 

子系按照能级的平均分布为 

 

 
 

   

 
 

   

1 1

2 2

exp
1 exp

exp exp

exp
1 exp

exp exp

N
a

N
a


 

 


 

 

    
 


    

 

  (12.57) 

在有限温度下总有
1 2a a ，即低能级上平均占据的粒子数更多。当 0T  时，

1 2, 0a N a  ；当T 时，
1 2/ 2, / 2a N a N  。粒子占据能级

 上每个态几率为 

 
 expa

p
Ng Z

 






    (12.58) 

其中  exp  是玻尔兹曼因子。 

高低二能级占据粒子数之比为 

  2

1

~ exp 2
a

a
   (12.59) 

系统的内能 

  tanhU a N 



       (12.60) 

热容 

 
 

    

2

B

2

2

exp expN

U Nk
C

T



 

 
  

   
  (12.61) 

当 0T  和T 时，都有 0C  。高温区以幂次形式趋于零，低温区以指数形式趋于零，

这种特征称为肖特基热容行为。只要粒子能级的激发态与其基态之间为有限值时,都会呈现

肖特基热容行为。 
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在
Bk T  的低温下，大部分粒子处于基态，受热激发到激发态的粒子数很少，导致

比热在低温下迅速趋于零。该现象中能量量子化起着关键作用，因为如果能谱是连续的，任

何小的温度值都可以使得大量粒子被激发，从而热容不会随温度快速趋于零。二能级系统比

热随温度趋于零符合热力学第三定律，正是量子效应的宏观表现。 

12.1.6．热力学第三定律 

1906 年能斯特从研究低温下的各种化学反应中总结出能斯特定理：系统的熵在等温过

程中的改变随绝对温度趋于零，即 

  
0

lim 0
TT

S


    (12.62) 

热三定律有三种表述： 

（1） 能斯特定理； 

（2） 系统的熵随绝对温度趋于零，与系统的状态变量 y 无关，即  
0

lim , 0
T

S T y


 ； 

（3） 绝对零度不能达到原理：不可能通过有限步骤使物体冷却到绝对零度。 

在等温过程中 

 G H T S       (12.63) 

上式除以T ，得 

 
H G

S
T

  
    (12.64) 

当 0T  时，分子分母都趋于零。应用洛必达法则，得到 

 
0

0 0

lim
T

H G
S

T T

    
     

    
  (12.65) 

根据能斯特定理式(12.62)，则 H 和 G 在 0T  处不但数值相等而且偏导数也相等。再根

据
G

S
T


 


，有 

  
0

0

lim 0
TT

G
S

T 

 
   

 
  (12.66) 

因此，由式(12.65)，得到 

 
0 0

0
H G

T T

    
    

    
  (12.67) 

也就是 G 和 H 随T 变化的曲线在 0T  处不但相等而且公切线与T 轴平行。 

能斯特定理的一个重要推论是 0T  时物质系统的热容趋于零。对于任一状态参量 y ，

由热容 

 
ln

y

y y

S S
C T

T T

   
    

   
  (12.68) 

当 0T  时 lnT ，而 S 有限，所以有 

 
0

lim 0y
T

C


   (12.69) 
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由
0

lim 0
T

S


 ，有 

  
 

0
, d

T
yC T

S T y T
T

    (12.70) 

根据能斯特定理， 0T  时物质系统的熵与体积和压强无关，即 

 
0 0

lim 0, lim 0
T T

pT

S S

p V 

   
  

   
  (12.71) 

由麦克斯韦关系 

 ,
p V TT

V S p S

T p T V

       
       

        
  (12.72) 

可知物质系统的膨胀系数和压强系数随 0T  趋于零： 

 
0 0 0 0

1 1
lim lim 0, lim lim 0
T T T T

p V

V p

V T p T
 

   

   
      

   
  (12.73) 

由克拉珀龙方程，对于一级相变，当 0T  时相平衡曲线斜率为零： 

 
0 0

d
lim lim 0

dT T

p S

T V 


 


  (12.74) 

12.1.7．玻尔兹曼关系 

对定域系的分布式(12.14)取对数，得到 

     ln ln ln 1W a a g a   


     (12.75) 

把麦克斯韦—玻尔兹曼分布 

  expa g        (12.76) 

代入上式，得到 

      ln exp 1W a g   


          (12.77) 

另一方面，巨正则系综的熵 

 ln ln lnBS k  
 

  
      

  
  (12.78) 

代入式(12.43)，得到 

      

  

exp exp exp

exp 1

B

B

S k

g g g

k g

      
  

  


        

   



 
        

 

    

  



  (12.79) 

上式和式(12.77)进行比较，得到玻尔兹曼关系 

   B B maxln lnS k W a k W    (12.80) 
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亦即宏观平衡态对应的就是最可几分布的态。 

对于孤立系统的量子态总数 

   
 a

W a


    (12.81) 

可以证明 

  maxln ln lnW O N    (12.82) 

因此，当 1N 时，有 

 
B lnS k    (12.83) 

对于二能级系统，当 0T  时，
1 2, 0a N a  ，整个系统只有一个微观态 1  ，所以 

 
B ln 0S k     (12.84) 

当T 时，系统的总微观状态数 

   
   

1 2 1 01 2 1 1

! !

! ! ! !

N

a a a N a

N N
W a

a a a N a




  

   


     (12.85) 

利用二项式展开 

  
 

1 1

1 0 1 1

!

! !

N
N a N a

a

N
x y x y

a N a





 


   (12.86) 

上式取 1x y  ，得到 

 
 

1 0 1 1

!
2

! !

N
N

a

N

a N a




   (12.87) 

因此 

 
B Bln ln2S k Nk     (12.88) 

12.1.8．负绝对温度  

根据热力学公式
,

1

N V

S

T E

 
  

 
，当熵随内能增加而单调增加时，则温度为正；如果熵随

内能增加而减小，则 0T  ，系统 处于负绝对温度状态。 

以二值化的自旋组成的近独立定域子系为例。子系能量只有两个可能的取值：
1  

和 2  ，且每个能级只有一个量子态： 1 2 1g g  。则子系的配分函数为 

    exp expZ       (12.89) 

平均每个自旋的内能为 
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  ln tanhu Z  



   


  (12.90) 

平均每个自旋的熵为 

     B Bln ln ln 2cosh tanhs k Z k Z   



   


  (12.91) 

 

因此在 0T  的区域，随着内能的上升，熵是下降的。 

子系在给定温度下在
1 和

2 能级上的数目分别为： 

 

 
   

 
   

1

2

exp

exp exp

exp

exp exp

N
a

N
a



 



 


 




 

  (12.92) 

可以看出，负温度状态的显著特征是处于高能级的平均粒子数更多，所以也称为粒子占据数

反转态。负绝对温度本质上是比任何正温度都要高的温度。 

 

以下求该系统的熵和内能的关系。由 

  1 1 2 2 2 1E a a a a        (12.93) 

和 
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1 2N a a    (12.94) 

可以解得 

 
1

2

1

2

1

2

E
a N

E
a N






  

 


  

 

  (12.95) 

因此对应的热力学几率为 

 
1 2

! !

! !
! !

2 2 2 2

N N
W

N E N Ea a

 

 
  

    
  

  (12.96) 

应用玻尔兹曼关系和斯特林公式，得到 

 B Bln ln ln ln
2 2 2 2 2 2 2 2

N E N E N E N E
S k W k N N

   

       
              

       
  (12.97) 

所以有 

 B1
ln

2N

E
N

S k

ET E
N








      

    
 

  (12.98) 

从上式可知，当 0E  时， 0T  ；当 0E  时， 0T  。 0T   时均有 0S  ；而当T  时

熵 S 达到最大。 

 

实现负绝对温度状态的条件为： 

（1） 系统的能量有上限； 

（2） 系统自身内部的相互作用的弛豫时间足够短，能够保证系统内部达到平衡； 

（3） 系统至少在一段时间内与环境隔绝。 

因为实现负绝对温度的条件相当苛刻，所以能实现的物理系统很少，而且仅仅能持续

很短的时间。 

12.1.9．经典极限条件  
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费米分布与玻色分布可以统一表达为 

 
 exp 1

g
a 


 


 
  (12.99) 

其中加号对应于费米分布，减号对应于玻色分布。可以看出，如果 

 e 1   (12.100) 

则式(12.99)趋近于麦克斯韦—玻尔兹曼分布 

 
 exp

g
a 


 



  (12.101) 

条件式(12.100)称为非简并条件（non-degenerate condition）。不满足此条件的近独立子系构

成的系统成为简并理想气体。 

该结果可以进行如下理解。非简并条件式(12.100)对应于 

 1
a

g





  (12.102) 

意味着每个量子态上平均的占据粒子数远小于 1，两个粒子靠近或者占据同一个量子态的几

率非常小，因此非定域子系近似成为定域子系，从而服从麦克斯韦—玻尔兹曼分布。 

物理上，非简并条件在高温低密度时可以得到满足，也可以表示成条件 

 
0T r   (12.103) 

其中
 

1/2

B2
T

h

mk T



 是粒子的热波长，

0r 是粒子间平均距离。 

对于服从麦克斯韦—玻尔兹曼分布的定域子系而言，经典与量子系统的唯一差别就是能

级是否连续，因此定域子系的经典极限条件是 

 
B

1n

k T


  (12.104) 

而非定域子系的经典极限条件必须同时满足上式和非简并条件式(12.100)。 

12.2. 纯粹系综与混合系综 

系综是在一定的宏观条件下，大量性质和结构完全相同的、处于各种运动状态的、各自

独立的系统的集合。N 个经典粒子组成的系统的状态可以用粒子的广义坐标和广义动量的集

合   , , 1,2, ,i iq p i N 来描写，构成一个 6N 维的空间。N 个量子粒子组成的系统的状态由

系统的总波函数   , , , 1,2, ,i i ix y z i N   描述，玻色子应满足粒子坐标交换对称，而费米

子应满足粒子坐标交换反对称。 

对于量子系统，纯粹系综是指 N 个系统都处于同一量子纯态   ，可由其它纯态叠加

而成 
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i i

i

c    (12.105) 

其中
ic 是叠加系数。找到粒子处于空间位置 x 处的概率密度为 

          
2 2* * *

i i i i j i j

i i j

W c c c c   


   x x x x x   (12.106) 

某力学量算符 Â  的平均值为 

* *ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i i i j i j

i i j

A A c c A c c A     


      (12.107) 

混合系综是由若干纯态
i  混合描写，每个纯态均以确定的概率出现在混合系综里： 

参加混合的态：
1 ， 2 ，…，

i ，… 

 混合的概率：  
1P ，

2P ，…，
iP ，… 

其中 1i

i

P   。找到粒子处于空间位置 x 处的概率密度为 

    
2

i i

i

W P x x   (12.108) 

某力学量算符 Â  的平均值为 

 ˆ ˆ
i i i i i

i i

A P A PA      (12.109) 

两者的区别本质在于纯粹系综是干涉叠加，而混合系综是概率叠加。 

12.3. 密度算符 

为了对纯粹系综和混合系综用统一的算符描述，定义密度算符（也叫统计算符） 

 ˆ 1i i i i

i i

P P  
 

   
 

    (12.110) 

密度算符在任一给定表象中的矩阵形式称为密度矩阵。 

当上式中只有一项不为 0，例如 1kP  ，其它的
iP  都是 0，则密度算符约化为 

 ˆ
k k     (12.111) 

这就是纯粹系综的算符。 

 密度算符具有如下一些性质： 

（1） 密度算符 ̂ 的迹等于 1 且与表象无关。 
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证明： 对于任意一组正交归一的完备基矢 , 1,2,i i  ，利用完备性关系 1k k

k

   （注

意单位算符 Î 单位矩阵 I 经常简写成1），有 

 

ˆ ˆtr

1

kk k k k i i i k

k k k i

i k k i i i i i i

i k i i

P

P P P

        

     

  

   

   

   
  (12.112) 

对于任意另一套基矢 , 1,2,i i  ，有幺正变换关系： 

 
j kj k

k

U     (12.113) 

其中幺正算符Û 的矩阵元 

 1,kj k j kj j kU U          (12.114) 

满足 

 * 1

kj kj kjU U U    (12.115) 

则新表象下的密度算符 ̂ 与原密度算符 ̂ 对应的矩阵元之间的关系为 

 1

, ,

ˆ ˆ
i i j j i ij j

i j i j

U U                       (12.116) 

由此可得 

 

1 1

, ,

,

,

ˆtr

1

i ij j j i ij

i j i j

j i ij ii

i j i

U U U U    

  

   

  

    

  

  

 
 (12.117)

 

因此这一性质与表象无关。 

（2） 密度算符平方 2̂ 的迹对混合系综小于 1，对纯粹系综等于 1。 

证明：  

 

2 2 2

,

, ,

2

ˆ ˆtr

1

i i i j j j

i j

i j i j j i i j i j j i

i j i j

i j i j i

i j i

P P

PP PP

P P P

    

  

 



          

         

 

  

 

 
   

 

  

 

  

 (12.118) 

等号当且仅当统计算符中只有一项  1i j  ，即系统处于纯粹系综时成立。 

（3） 密度算符 ̂ 是厄密算符，因此它的本征值必定是实数。 

证明： 某一表象下 ̂ 的矩阵元 
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 ˆ
nm n m n i i i m

i

P           (12.119) 

类似地，有 

 ˆ
mn m n m i i i n

i

P           (12.120) 

因为
iP  是实数，而

*

i n n i     ，
*

i m m i     ，所以 

 *

nm mn    (12.121) 

因此密度算符 ̂  对应的任意表象下的矩阵都是厄密矩阵，从而 ̂ 是厄密算符，对应的本征

值必定是实数。 

（4） 当态矢量正交归一时,即 i j ij   ，则 ̂  的本征矢量就是态矢量
i  ，相应的

本征值就是
iP  。 

证明： 

 ˆ
j i i i j i i ij j j

i i

P P P            (12.122) 

这时 ̂ 在 , 1,2,i i   展开的表象空间中的矩阵元为 

 ˆ
ij i j i ijP        (12.123) 

（5） 热力学量的系综平均值    ˆ ˆ ˆˆ ˆtr trA A A   。 

证明： , 1,2,i i  不必是正交的。另取一组正交归一的完备基矢 , 1,2,i i  ，则热力

学量的系综平均值 

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆtr

i i i i i n n i

i n i

n i i i n n i i i n

n i n i

n n

n

A P A P A

A P A P

A A

     

       

   

 

 

 

 

  



 (12.124) 

另一方面，也可以 

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆtr

i i i i i n n i

i n i

n i i i n n i i i n

n i n i

n n

n

A P A P A

P A P A

A A

     

       

   

 

 

 

 

  



 (12.125) 
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所以有    ˆ ˆ ˆˆ ˆtr trA A A   。 

令 ˆ 1A  ，可得性质（1）；令 ˆ ˆA  ，可得性质（2）。 

（6） ̂ 在位置表象中的密度矩阵元 

      *

, ,m n m n m i i i n i m i i n

i i

P P        r r r r r r  (12.126) 

迹是对 r 的积分 

    ˆtr , , dn n

n

    r r r r r  (12.127) 

（7） ̂ 和哈密顿算符 Ĥ 对易，即 ˆ ˆ, 0H     。 

可以根据刘维尔定理进行证明。 

例一：给定密度算符
1 1 1 2 2 2

ˆ P P      ，处于正交的两个态 1 2

1 0
,

0 1
 

   
    
   

的

统计概率分别为
1

4
和

3

4
。求在同一表象下 ̂ 的本征值和本征态。 

解：该表象下密度算符的矩阵形式为    
1 0 1 01 3 1

ˆ 1 0 0 1
0 1 0 34 4 4


     

       
     

，本征态即为

1 和 2 ，对应的本征值为 1/4 和 3/4。 

例二：给定密度算符
1 1 1 2 2 2

ˆ P P      ，不正交的两个态 1 2

1 11
,

1 02
 

   
    

   
，

处于两态的统计概率 1 2

1

2
P P  。求在同一表象下 ̂ 的本征值和本征态。 

解：该表象下的密度算符的矩阵形式为    
1 1 3 11 1 1

ˆ 1 1 1 0
1 0 1 14 2 4


     

       
     

，对应的本征

方程 'ˆ
i i iP   写成矩阵形式

3 11 1 1

1 1 1 14

a a
P

c c

     
     

     
，其中 c 为本征态的归一化因子，

求解该二元一次方程组得到 

 

1

'

1

11

1 24 2 2

1
2 2

4
P


  

  
    


 

，

 

2

'

2

11

1 24 2 2

1
2 2

4
P


  

  
    


 

。 
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12.4. 量子系综 

12.4.1. 微正则系综 

在微正则系综里，系统总能量U 固定。密度算符 ̂ 的矩阵元 

 ij i ijP    (12.128) 

其中
iP 是出现能量本征态

i 的概率，根据等几率原理 

 
 

1
iP

U



  (12.129) 

其中  U 是总能量为U 的孤立系统中的总量子态数目。因此，密度算符的表达式为 

 
   

1 1
ˆ

i i i i i

i i

P
U U

      
 

  I   (12.130) 

若物理量 A对应的算符为 Â，则其系综平均值为 

  ˆ ˆˆtrA A A    (12.131) 

特别地，对于熵算符 

 ˆ ˆlnBS k     (12.132) 

平均值为 

    B
ˆ ˆˆ ˆ ˆtr tr lnS S k       (12.133) 

把式(12.130)代入式(12.133)，则熵的值为 

 
   

 B B

1 1ˆ ln ln
i

S S k k U
U U

    
 

   (12.134) 

与经典统计物理中熵的表达式一致。 

12.4.2. 正则系综与巨正则系综 

为了简单起见，假设所有系统不简并。设所研究系统可以由正交归一化完备基矢

, 1, 2,i i   展开，而热库系统由正交归一化完备基矢 , 1,2,   展开，则联合孤立系统

的基矢是二者的直积 

 i i      (12.135) 

孤立系统中的能量本征态 

 
,

n

n i i

i

c  



     (12.136) 

其中系数满足归一化条件 
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2

,

1n

i

i

c 



   (12.137) 

用其构建孤立系统的统计算符 

 

0

*

, ,

*

, ,

ˆ
n n n

n

n n

i i n j j

n i j

n n

n i j i j

n i j

P

c P c

P c c

   

 

   

 



   

   

  

  
   

   





  

 

  (12.138) 

因为孤立系统处于微正则系综，把式(12.129)代入式(12.138)，并用热库系统的基矢对
0̂ 求迹

（相当于把热库系统的自由度积分掉），即可得到所研究系统的密度算符 

 

 

 

 

 

0

*

, ,

*

, ,

*

, ,

*

1
ˆ ˆtr

1

1

1

1

N

n n

n i j i j

n i jN

n n

i j i j

n i jN

n n

i j i j

n i jN

n n

i j i j

n i jN

Z

P c c
Z

c c
Z U

c c
Z U

c c
Z U



     
  

     
  

   
  

 


 

     

     

   

 














  







  (12.139) 

其中
NZ 为归一化系数，即所研究系统的配分函数。代入 

 
*

n

i n i

n

j j n

c

c

 

 

 

 

 

 
  (12.140) 

得到 

 

 

 

 

 

 

 
 

,

,

,

1 1
ˆ

1 1

1 1

1 1

1 1
1

1 1

i j n n i j

i j nN

i j i j

i jN

i ij j

i jN

i i

iN

i i

iN

i i i

iN

i i i

i

Z U

Z U

Z U

Z U

Z U

U U
Z U

P

 


 


 


 




      

     

    

   

 

 

 

  














  












 





  (12.141) 
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其中  iU U  是热库的量子态数目。当热库足够大时，可以近似看作处于微正则系综，利

用式(12.134)，得 

 
 

 

   

B

1 1
exp

i i

i

N N

U U S U U S U
P

Z U Z k

    
   

  
  (12.142) 

泰勒展开 

 
 

 
 

0B B B

1

i

i

i i

U

S U U S US
S U U U

k k U k




   
     

   

  (12.143) 

其中使用了
0iU

U
T

S 

 
  

 
。所以 

  
1

expi i

N

P U
Z

    (12.144) 

归一化条件给出配分函数 

    ˆexp tr expN i

i

Z U H     
    (12.145) 

从而所研究系统的密度算符 

 

   

 

1 1 ˆˆ exp exp

1 ˆexp

i i i i i

i iN N

N

U H
Z Z

H
Z

      



   

 

 
  (12.146) 

正则系综中物理量的系综平均值为 

    
1ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr exp
N

A A A H
Z

 
 

   
 

  (12.147) 

 类似地，巨正则系综的密度算符为 

   1 ˆ ˆˆ exp H N    


  (12.148) 

对应的配分函数 

   ˆ ˆtr exp H N     
 

  (12.149) 

物理量的系综平均值为 

     1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr expA A A H N      
 

  (12.150) 

热力学势（巨正则系综下的自由能）为 
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    B, , ln , ,V T k T V T       (12.151) 

三种系综在热力学极限下等价。 

12.4.3. 正则系综密度矩阵计算举例 

例一：计算边长为 L的立方体中的自由粒子在正则系综下的密度矩阵。 

解：该粒子哈密顿量为 

 
2

2ˆ
2

H
m

    (12.152) 

本征函数为 

     3/2exp /k i L  r k r  (12.153) 

能量本征值为 

 
2 2 2

2 2
k

p k
E

m m
   (12.154) 

其中 

    
2

, , , ,x y z x y zk k k k n n n
L


   (12.155) 

, ,x y zn n n 的取值为任意整数。正则系综下密度算符写为 

    
1 1ˆ ˆˆ exp exp

k

H H
Z Z

      k k  (12.156) 

在坐标表象 r 下的矩阵元为 

        *1 1ˆˆ exp expk k k

k k

H E
Z Z

          r r r k k r r r  (12.157) 

代入式(12.153)，得 

 

  

 
  

 
   

    

2 2

3

2 2

3

2
2

2

3 2 2

3/2

2 2

2

1
ˆ exp / 2

1
exp / 2 d

2

1
exp d

2 2 22

1
exp / 2

2

k

k m i
ZL

k m i
Z

m m
i

mZ

m
m

Z

 






 












     

    

  
        

  
  

 
   

 







r r k r r

k r r k

k r r r r k

r r

 (12.158) 

根据归一化条件，可得 
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3/2

22

m
Z V



 
  

 
 (12.159) 

而 

     2 21
ˆ exp / 2m

V
    r r r r  (12.160) 

该概率与 r 无关，因此该粒子在立方体中各处的概率相等。哈密顿量的系综平均值为 

 

   
2/3

B2

1ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr exp

3 3 3
ln ln

2 2 2 2

H H H H
Z

V m
Z k T

 

   

 
   

 

   
       

    

 (12.161) 

例二：计算自旋为 ˆ
2
 的单粒子在磁场 B中的正则系综密度矩阵和磁场方向自旋平均值。 

解： 设磁场沿 z 方向。单粒子哈密顿量为  B B
ˆ ˆ

zH B       B ，其中 ˆ
2
 是单粒子的

自旋，̂ 是泡利自旋算符，电子自旋磁矩大小为 B
2

e

mc
  。在

z 对角化的表象中的泡利矩

阵 

 
0 1 0 1 0

1 0 0 0 1
x y z

i

i
  

     
       

     
 (12.162) 

正则系综的密度矩阵为 

 

 
 
  

   

 

 
B

BB B

ˆexp1 ˆˆ exp
ˆtr exp

exp 01

0 expexp exp

H
H

Z H

B

BB B


 





 


  



 
  

   

 (12.163) 

z 方向自旋的系综平均值为 

  
   

   
 B B

B

B B

exp exp
ˆˆ ˆtr tanh

exp exp
z z

B B
B

B B

 
  

 

 
  

 
 (12.164) 

12.5. 量子统计热力学基本公式 

因为配分函数包括了平衡态系统的微观态信息，所有表征系统平衡热力学性质的热力学

量都可以用配分函数表示出来，因而配分函数起着将系统的微观描述转化为宏观描述的桥梁

作用。 

12.5.1. 正则系综 

由自由能 F 的热力学基本微分方程可知，熵、压强和化学势用配分函数表示为 
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 B

, ,

B

, ,

B

, ,

ln

ln

ln

N

N V N V

N

N T N T

N

V T V T

F
S k T Z

T T

F
p k T Z

V V

F
k T Z

N N


    
         

    
         

    
         

  (12.165) 

内能用配分函数表示为 

 

   

   
,

,

, ,

1ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr exp

1 1ˆ ˆtr exp tr exp

1
ln

N V
N V

N N

N V N V

U H H H H
Z

H H
Z Z

Z Z
Z

 

 
 

 

    
 

              

    
      

    

  (12.166) 

定容热容用配分函数表示为 

  
2

B 2

, , ,

lnV N

N V N V N V

U S
C T k T T Z

T T T

      
              

  (12.167) 

能量涨落为 

 
2

2 2

B
ˆ ˆ

VH H k T C    (12.168) 

涨落的相对值 

 

2
2

2
2 B

2 2

ˆ ˆ

ˆ

V
H H k T C

H
UH




    (12.169) 

对于理想气体， 

 B B

3 3
,

2 2
VU N k T C Nk

 
   

 
  (12.170) 

则 

 

2
2

2

2

ˆ ˆ
2

3ˆ

H H
H

NH



    (12.171) 

即能量涨落反比于 N 。 

12.5.2. 巨正则系综 

热力学势（巨势） 

    B, , ln , ,V T k T V T       (12.172) 

其中  , ,V T 为巨配分函数。熵、压强和平均粒子数用巨配分函数表示为 
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 B

, ,

B

, ,

B

, ,
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ln

ˆ ln

V V

T T

V T V T

S k T
T T

p k T
V V

N N k T

 

 

 

    
          

    
          

    
           

  (12.173) 

以下求巨正则系综的粒子数涨落。先求 

 

2 2 2
2 2 B

2

B

B

B

ˆ ˆ1ˆ ˆtr exp

ˆ ˆ1ˆ ˆtr exp

H N k T
N N

k T

H N k T
N N

k T









    
    
     

   
    
     

  (12.174) 

进一步得到 

 
2 2 2 2 2

2
2 B B

B2

B

ˆ ˆ
ˆ ˆ

N Nk T k T
N k T N

k T  

    
    

     
 

  (12.175) 

所以粒子数的相对涨落 

 

2
2

2 B

2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

N N Nk T
N

N N 

 
  


  (12.176) 

可以证明对于理想气体此相对涨落
1

~
N

，因此系统的粒子数越多相对涨落越小。 

12.5.3. 量子配分函数的经典极限 

经典系统在正则系综下的配分函数为 

        3 3

3

1
, d d exp ,

!

N N

N i iN
Z V T p r H

N h
  p r  (12.177) 

其中经典哈密顿量 

       
2

1

, { }
2

N
i

i i i

i

H V
m

 
p

p r r  (12.178) 

以下证明，对于独立量子粒子组成的理想气体系统，当温度足够高时，量子正则配分函数趋

近于以上的经典配分函数。 

量子正则配分函数为 

 

     

 

ˆ ˆ, tr exp exp

exp

N

n

n

n

Z V T H n H n

n E n

 



   

 




 (12.179) 

其中 n 为 Ĥ 的本征矢，相应本征值为
nE 。在坐标表象 ir 中， 
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          3 * ˆ, d expN

N n i n i

n

Z V T r H    r r  (12.180) 

其中   n i r 是系统哈密顿量的第 n个完备正交归一的本征函数，满足给定的边界条件，对

于玻色粒子是对称函数，对于费米粒子是反对称函数。 

理想气体的哈密顿量只有动能项，于是 

      ˆ ˆ1,2, , 1,2, , 1,2, ,p p p pH N T N E N      (12.181) 

其中坐标简写为数字，  2 2 2

1 2

1

2
p NE p p p

m
    。单个粒子动能算符的本征函数为平面波

函数 

    
1

exp /
i i i

V
  p r p r  (12.182) 

不失一般性，给定体积V 中的立方体周期边界条件，动量的可能取值为 

 
1/3

2
i

V


p n  (12.183) 

其中  , ,x y zn n nn ，每个分量的取值为0, 1, 2,  。 

因为理想气体的粒子间没有相互作用，系统的总波函数可以分离变量，写为 

   ˆ1,2, ,p N A    (12.184) 

其中函数 

      1 21 2 N N     (12.185) 

由量子粒子的不可区分性，算符 

  
1

0

1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ1 1
! !

N
p

ij ijk

p ij ijk

A P P P
N N





 
      

 
    (12.186) 

P̂ 是把单粒子波函数的位置（或者动量）进行交换的算符，正号对应于玻色子，负号对应于

费米子。该总波函数的归一化条件为： 

当  i  p 与  i  p 不完全相同时， 

    3 *d 1,2, , 1,2, , 0N r N N     (12.187) 

相同时有 

      
3 *

1

d 1,2, , 1,2, ,
!

i

N

i

r N N
n 

 


    


  p

费米子

玻色子
 (12.188) 



26 
 

玻色子的归一化因子来自于可能有多个粒子
i

np
处于同一

ip 态。 

把公式(12.184)代入(12.180)，得 
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p

 (12.189) 

上式中第一个等式的
1

!N
源于指数项对于动量下标交换不变，而第二个等式的导出用到了 Â

算符的性质 ˆ ˆ ˆ!AA N A 。 

当体积V 时，对动量的求和可以用积分代替 

 
 

3

3
d

i

V
p

h
 

p

 (12.190) 

并利用公式(12.185)、(12.182)和(12.183)，公式(12.189)变为 
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 (12.191) 

其中正号对应于玻色子，负号对应于费米子。 

利用高斯函数在全空间的积分  2d expx x 



  ，可得 

 2 2
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 p p   (12.192) 

把上式左边和右边的表达式分别插入到式(12.191)的分母和分子上，得到 
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p p p p

 

 (12.193) 

由高斯生成函数 
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的性质（令  j i

m
 q r r ， ix

m


p
， 0X  ），同时定义函数 

    2 2exp /f   r r  (12.195) 

其中
2

B

2

mk T


  是平均热波长，最终得到 
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 (12.196) 

定义比容
V

v
N

 代表平均每个粒子占据的体积。当温度很高时，变得很小，粒子的平

均间距 1/3v 比大很多，即 

 1/3v   (12.197) 

时 0f  ，公式(12.196)过渡为经典理想气体的配分函数 

  
3

1
,

!

N

N

V
Z V T

N 

 
  

 
 (12.198) 

以上推导给我们如下几点物理上的启示： 

（1） 从经典统计物理出发直接推导配分函数时，因子
1

!N
是作为量子修正引入的，

而以上推导中它是计入波函数对称性的自然结果，物理意义更加清晰； 

（2） 式(12.197)明确给出了可以作为经典系统处理的判据，即高温低密度条件； 

（3） 对于经典理想气体，粒子间不存在空间关联，而量子理想气体由于粒子的不

可区分性会存在空间关联：玻色子呈现有效的吸引作用，费米子呈现有效的

排斥作用。 

证明：当 f 为小量时，计入一阶量子修正，则式(12.191)中的积分项 

  2 21 1 expij ij ij

i j i j i j

f f v
  

 
     

 
    (12.199) 

其中 
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     (12.200) 

从而配分函数 

  
2

3 3

3

1
, d d exp

! 2

N N i
N ijN

i i j

p
Z V T p r v

N h m




  
     

  
    (12.201) 

玻色子的
ijv 为负数，等效于统计吸引；费米子

ijv 为正数，对应于统计排斥。 

非理想气体系统的粒子间存在相互作用，推导更为复杂，但是经典极限依然存在。 

12.6. 量子理想气体的统计分布及物态方程 

对于量子理想气体，每个动量值 p 对应一个能级
2

2
p

p

m
  ，每个能级的简并度为 1。对

玻色气体， 0,1,2,pn  ，巨配分函数式(12.52)成为 

  
 

1
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1 expp p

z V T
z 

 
 

  (12.202) 

对费米气体， 0,1pn  ，巨配分函数式(12.50)成为 

     , , 1 exp p

p

z V T z      (12.203) 

其中    exp =expz    称为易逸度。巨正则系综的热力学势 

  B ln , ,PV k T z V T      (12.204) 

从而有 
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 (12.205) 

而平均总粒子数 

  

 
 

 
 

exp

1 exp
ln , ,

exp

1 exp

p

p p

p

p p

z

z
N z z V T

z z

z









 


 
   

 


 





对玻色气体

对费米气体

   

   

 (12.206) 

式(12.205)和式(12.206)联合称为物态方程的参数形式。动量为 p 的单态上的平均粒子数为 
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负号对应玻色—爱因斯坦分布，正号对应费米—狄拉克分布，与最可几分布相同。 

当V 时，把求和改为积分 3

3
d

p

V
p

h
  ，则对于理想费米气体，式(12.205)和

(12.206)从直角坐标变为球坐标并积分后得到物态方程 
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对上式进行改写，得到理想费米气体的物态方程 
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其中 
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 (12.210) 

 

对于理想玻色气体，式(12.205)和(12.206)的 0p 项当 1z  时会发散，而从求和换成

积分后该发散点不能在积分式中体现出来。因此有必要把 0p 项从积分表达式中分离出来

单列，得到物态方程 
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理想玻色气体的物态方程也可以改写为 
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其中 
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由式(12.207)可知 0p 态的平均粒子数为 
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z
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 (12.214) 
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对式(12.211)中第二项有不可忽略的贡献，形成玻色—爱因斯坦凝聚。 

理想费米气体和玻色气体的内能为 
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注意最后一步把





和

0

N

N

z




 交换顺序时已经设定 z 不变。由热力学势 
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