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*基本知识要点 

二、经典统计物理 

2.1 概率平均 

如果系统有离散的微观状态{ }, 1, ,s sω = Ω ，每个微观状态出现的概率 ( )sf ω 满足归一

化条件 

 ( )
1

1s
s

f ω
Ω

=

=∑   (2.1) 

则某个变量 ( )sA ω 的期望值（平均值）为 

 ( ) ( )
1

s s
s

A A fω ω
Ω

=

=∑   (2.2) 

相应的连续情形： 

 ( ) ( )dA A fω ω ω= ∫   (2.3) 

其中概率密度函数 ( )f ω 满足归一化条件 

 ( )d 1f ω ω =∫   (2.4) 

 

对于时间的函数 ( )A t ，涨落的时间关联函数定义为 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
0 0 0C t A t A A t t A A A t A= − + − = −   (2.5) 

对于空间的函数 ( )A r ，涨落的空间关联函数定义为 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
0 0 0C r A r A A r r A A A r A= − + − = −   (2.6)  

2.2 系综理论 

微正则系综（NVE）：孤立系，与环境无能量和粒子交换；正则系综（NVT）：闭系，与

环境无粒子交换，可以从环境吸热，能量有涨落；巨正则系综（µVT）：开系，与环境既有粒
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子交换，也可以从环境吸热。三个系综在热力学极限下等价。 

另外常用的还有等温—等压系综（NPT），此系综下焓 H 和吉布斯自由能 G 相当于 NVT
系综下的能量 E 和亥姆霍兹自由能 F 的地位。 

 

对于微正则系综，有两个基本假设： 

（1） 各态历经假设：只要时间足够长，从任一初态出发，都将经过能量曲面上的一切

微观状态。 

（2） 等几率原理：系统的各个可能的微观状态出现的几率相等。 

这两个假设说明微正则系综下微观状态{ }, 1, ,s sω = Ω ，出现的概率是均匀分布： 

 ( ) 1
sf ω =

Ω
  (2.7) 

由此得到热力学熵 

 B lnS k= Ω   (2.8) 

与统计熵（信息熵）的表达式 

 ( ) ( ) ( )B
1

lns s s
s

S f k f fω ω ω
Ω

=

  = −  ∑   (2.9) 

等价。 

 

正则系综下微观状态的分布为 

 ( ) ( )( )1 exps s
N

f H
Z

ω β ω= −   (2.10) 

其中配分函数是归一化函数 

 ( )( )
1
expN s

s
Z Hβ ω

Ω

=

= −∑   (2.11) 

其中 ( )sH ω 是系统的哈密顿量，
B

1
k T

β ≡ 。热力学量 A的系综平均为 

 ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )
1

1

1

exp

exp

s s
s

s s
s

s
s

A H
A A f

H

ω β ω
ω ω

β ω

Ω

Ω
=

Ω
=

=

−
= =

−

∑
∑

∑
  (2.12) 

对于连续空间的 N 粒子系统，微观状态 ( ),s q pω ≡ ， { } { }, , 1,2, ,i iq p i N≡ ≡ =r p  ，概

率密度函数为 

 ( ) ( )( )1, exp ,
N

f q p H q p
Z

β= −   (2.13) 

配分函数 



3 
 

 ( ) ( )( ) 3

d d, exp ,
!N N

q pZ V T H q p
N h

β= −∫   (2.14) 

热力学量 A的系综平均为 

 ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )
3

3

3

d d, exp ,d d !, , d d! exp ,
!

N

N

N

q pA q p H q pq p N hA A q p f q p q pN h H q p
N h

β

β

−
= =

−

∫
∫

∫
  (2.15) 

由于经典保守粒子系统的哈密顿量 

 ( ) ( )
2

1
,

2

N
i

i
H q p V q

m=

= +∑ p   (2.16) 

配分函数可以写成 

 ( )3

1 ,
!N N

T

Z Q V
N

β
λ

=   (2.17) 

其中理想气体热波长 

 
B2T

h
mk T

λ
π

=   (2.18) 

对于二体势 ( )ijrφ 作用下的系统，位形积分 

 ( ) ( )
1

3 3
1

1
, exp d d

N N

ij N
i j i

Q V rβ β φ
−

= >

 
≡ − 

 
∑∑∫ ∫ r r    (2.19) 

如果能够求出系统的配分函数，就可以得到系统所有的热力学量。例如： 

（1）内能 

 ln NZU
β

∂
= −

∂
  (2.20) 

（2）亥姆霍兹自由能 

 1 ln NF Z
β

= −   (2.21) 

（3）熵 

 B B
, ,

lnln N
N

N V N V

ZFS k Z k
T

β
β

∂ ∂ = − = −   ∂ ∂   
  (2.22) 

（4）压强 

 
, ,

ln1 N

N T N T

ZFp
V Vβ

∂∂   = − =   ∂ ∂   
  (2.23) 

（5）化学势 
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, ,

ln1 N

V T V T

ZF
N N

µ
β
∂ ∂ = = −  ∂ ∂   

  (2.24) 

（6）热容 

 
2

2
B 2

, ,

ln N
V

N V N V

ZUC k
T

β
β

 ∂∂ = =   ∂ ∂   
  (2.25) 

 
巨正则系综下微观状态的分布为 

 ( ) ( )( )1, expf U N U Nβ µ= − −
Ξ

  (2.26) 

其中巨配分函数 

 ( ) ( )( )( )3
0

1, , exp , d d
! N

N
V T U q p N q p

N h
µ β µ

∞

=

Ξ = − −∑ ∫   (2.27) 

令α βµ≡ − ，则巨配分函数可以写成正则系综配分函数表达的形式： 

 ( )
0

exp N
N

N Zα
∞

=

Ξ = −∑   (2.28) 

巨正则系综的热力学量可以由巨配分函数求得： 

 
,

ln
V

N
βα

∂ = − Ξ ∂ 
  (2.29) 

 
,

ln
V

U
αβ

 ∂
= − Ξ ∂ 

  (2.30) 

 
,

1 lnp
V α ββ
∂ = Ξ ∂ 

  (2.31) 

 B
, ,

ln ln ln
V V

S k
β α

α β
α β

  ∂ ∂ = Ξ − Ξ − Ξ    ∂ ∂    
  (2.32) 

 B B
,

ln ln
V

F k T k T
β

α
α
∂ = − Ξ + Ξ ∂ 

  (2.33) 

定义巨势（热力学势） 

 B lnF G F N pV k TµΨ ≡ − = − = − = − Ξ   (2.34) 

 

能量均分定理：在满足经典极限的条件下，系统微观能量表达式中的每一正平方项的平

均值等于 B
1
2

k T 。 
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2.3 理想气体 
理想气体的粒子间没有相互作用，因此哈密顿量只有动能 

 
2

1 2

N
i

i
H

m=

= ∑ p   (2.35) 

配分函数 

 ( ) ( )( ) 3 3

d d, exp ,
! !

N

N N N
T

q p VZ V T H q p
N h N

β
λ

= − =∫   (2.36) 

内能 

 B
3ln
2NU Z Nk T

β
∂

= − =
∂

  (2.37) 

压强 

 B
1 1ln Np Z Nk T

V Vβ
∂

= =
∂

  (2.38) 

熵 

 B
B B B B 2

23 3 5ln ln ln ln ln
2 2 3N N

mkVS k Z Z Nk T Nk Nk
N h

π
β

β
  ∂  = − = + + +    ∂     

 (2.39) 

2.4 热力学涨落 
若 f 是与热力学量 A对应的外场，引起哈密顿量扰动 H fA∆ = − ，在线性响应区域有线

性响应条件 

 ( ) ( ), ,A t f A t fλ λ=   (2.40) 

则 A的非平衡弛豫等价于平衡态涨落，即涨落—耗散定理： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20A t A t A f A A t O fβ δ δ∆ ≡ − = +   (2.41) 

对线性响应条件进行扩展： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2dA t t t t f t O fχ
∞

−∞
′ ′ ′∆ = − +∫   (2.42) 

线性响应理论给出响应函数 

 ( ) ( ) ( )d 0 0
d

0 0

A A t t
t t

t

β δ δ
χ

− >= 
 <

  (2.43) 

 
准热力学理论根据孤立系统的平衡态熵最大原理，唯象地给出偏离热力学平衡态的概率 

 max
B

exp
2

T S p VW W
k T

 ∆ ∆ − ∆ ∆
= − 

 
  (2.44) 

其中 maxW 为平衡态最可几分布出现的概率。由准热力学理论可知 

 0T V∆ ∆ =   (2.45) 
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即T 和V 的涨落是统计独立的；而温度和压强的涨落不是统计独立的。 

准热力学理论给出能量和粒子数的相对涨落都
1~
N

，与系综理论的结论一致。 

 
朗之万方程为 

 ( )d
d
vm v X t
t

α= − +   (2.46) 

其中m 是粒子质量， v 是粒子速度，α 是粘性阻力系数， ( )X t 是随机的涨落力。从朗之万

方程出发研究布朗运动，可以得到均方位移在时间 t →∞时满足 

 ( )2 2x t dDt=   (2.47) 

其中 d 是空间维数，扩散系数满足的关系 

 Bk TD
α

=   (2.48) 

称为爱因斯坦关系。 
从扩散方程或者无规行走出发可以得到同样的结果。 

2.5 相变与临界现象 
热动平衡条件（简称平衡条件）是指维持热力学平衡态的具体条件，有如下四种： 

（1） 热平衡条件：物体内部各部分之间不发生热量交换的条件， 1 2T T= 。 

（2） 力学平衡条件：物体内部各部分之间不发生宏观位移的条件， 1 2p p=  。 

（3） 相变平衡条件：各相之间不发生物质转移的条件， 1 2µ µ=  。 

（4） 化学平衡条件：化学反应
1

0
k

i i
i

Aν
=

=∑ 不再进行的条件， 0i i
i
ν µ =∑ 。 

多元复相系必须满足吉布斯相律： 
 2f n r= + −   (2.49) 

其中 f 是可以独立变化的强度量（比如温度、压强、浓度）的个数，n是组分数目， r 是物

相的数目。 
 

自由能的几阶导数不可导，则为几级相变。常见的有一级相变（不连续相变）和二级相

变（连续相变）。二级相变也叫临界现象，相应的相变点称为临界点。 
一级相变的自由能一阶导数的热力学量，如内能、体积等，在相变温度点不连续。因为

内能不连续，所以有 （单位质量的）潜热（相变点的内能差） LQ ，满足克拉珀龙方程： 

 ( )0 Ld
d

P T Q
T T V

=
∆

  (2.50) 

其中 0P 是相变曲线上的压强， V∆ 是相变前后的体积差。 

二级相变满足埃伦费斯特方程： 



7 
 

 d
d

p

T

cp
T Tv

∆ ∆
= =

∆ ∆


 
  (2.51) 

对于单元系，二级相变发生在一个状态点 ( )c c c, ,P T V ；在临界点上，系统从一个相整体发生

相变转变成另一个相，因此序参量的空间涨落关联趋于无穷。六个临界指数有四个约束方程，

只有两个可以独立变化。普适性是指自然界中所有系统的临界现象可以分为几大类，每一类

具有相同的临界指数。划分不同普适类的依据是系统的组分数目、序参量的对称性、空间维

数和作用力的性质（短程还是长程）。 

所有经典物质的气液相变都可以近似用范德瓦尔斯方程 

 ( )
2

B2

aNP V Nb Nk T
V

 
+ − = 

 
  (2.52) 

约化后进行描述： 

 2

3 1 8
3 3

  + − =  
  
  


  (2.53) 

其中 c c c/ , / , /p p V V T T  ≡ ≡ ≡ 。在一级相变的共存区内要通过麦克斯韦构造（两部分

曲线面积相等）将压强曲线变成等压线，也就是在共存区内的温度和压强都是常数，只有两

相的体积可以线性变化。共存区的一定范围内，系统可以处在亚稳态。随着温度升高，一级

相变的共存区逐渐缩小，直至收缩成临界点。超过临界温度时，系统处于气液不分的流体相。 

 
产生对称性破缺的一级相变（如固液相变）没有对应的二级相变点。 

2.6 伊辛模型与平均场理论 
伊辛模型的哈密顿量为 

 0
, 1

N

i j i
i j i

H J s s h sµ
=

= − −∑ ∑   (2.54) 

其中 表示只有当 i 和 j 为临近格点时才进行求和运算（只计算一次）， J 是相互作用能，

h是外磁场， 0µ 是磁矩。每个格点的自旋取值 s只能是+1 或者-1。 
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一维伊辛模型的哈密顿量可以改写为 

 ( )1 0 1
1 1

1
2

N N

i i i i
i i

H J s s h s sµ+ +
= =

= − − +∑ ∑   (2.55) 

相应的正则系综配分函数为 

 ( ) ( )
1

1 0 1
1 1 1

1, exp
2

N

N

N i i i i
s s i

Z h Js s h s sβ β µ+ +
=± =± =

  = + +  
  

∑ ∑ ∑   (2.56) 

其热力学极限下的严格解为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1/22
0 0, exp cosh exp 2 exp 2 sinh

N

NZ h J h J J hβ β βµ β β βµ= + − +  (2.57) 

亥姆霍兹自由能 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )1/22
0 0

1, ln ,

1 ln cosh exp 4 sinh

NF h Z h

NJ N h J h

β β
β

βµ β βµ
β

= −

= − − + − +
 (2.58) 

0T = 可以看作是相变点，有限温度下没有相变。无外场时，磁化强度 0M = ，无长程序。 

无外场的二维伊辛模型有严格解，存在临界温度 

 c B2.269185 /T J k=   (2.59) 

临界温度以上磁化强度 0M = ，无长程序；临界温度以下 0M ≠ ，有长程序，存在正负对

称的两个解，发生对称性破缺。 

有外场的二维伊辛模型和三维伊辛模型都没有严格解。 

 

分子平均场理论的基本思想是研究某个给定的分子，并且忽略涨落，把周围的分子对给

定分子的作用看作是平均场，从而把多体的统计问题简化成少体问题。热力学微扰理论的主

要思想是固定单个位点的哈密顿量，通过变分原理确定最优的扰动项。两者的基本假设都是

把多体哈密顿量近似成单体哈密顿量。一维伊辛模型的平均场解为自洽场方程： 

 ( ) ( )0 0tanh tanhi i is h h Jz sβµ βµ β= = +   (2.60) 

朗道平均场理论通过在相变温度附近对序参量进行级数展开定性描述一级和二级相变

的主要特征。当 4d < 时，朗道平均场理论不适用；当 4d = 时不十分适用，需要计入对涨落

的修正才适用；当 4d > 时，朗道平均场理论适用。 
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