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*基本知识要点 

三、量子统计物理 

3.1 量子近独立系统 

N 个无相互作用的量子粒子具有固定的总能量 E ，分布在量子能级  上，每个能级

上的简并度为 g ，则对于任意粒子分布 a ，有两个约束条件 
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  (3.1) 

处于热平衡时的最可几粒子分布 a 分别为： 

（1）麦克斯韦―玻尔兹曼分布（定域粒子） 
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  (3.2) 

（2）费米―狄拉克分布（费米子） 

 
 

B

exp 1
exp 1

g g
a a

k T

 
 

 
   

  
   

 
 

  (3.3) 

（3）玻色―爱因斯坦分布（玻色子） 
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  (3.4) 

其中   ，
B

1

k T
  。 

等效于巨正则系综下的巨配分函数 
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     (3.5) 

（1）定域粒子 

   exp expg         (3.6) 

（2）费米子 

   1 exp
g

         (3.7) 

（3）玻色子 

   1 exp
g

  


       (3.8) 

根据 

 lna 



  


  (3.9) 

或者 
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  (3.10) 

可知由巨配分函数求得的平均粒子数和最可几分布的平均粒子数相同。由三大分布的巨配分

函数，运用巨正则系综理论，就可以求得所有热力学量。 

对于定域粒子，在近独立系统中统计无关，因而可以定义子系正则配分函数 

  expZ g 


    (3.11) 

从而 
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和 

 
ln Z

E N



 


  (3.14) 

在体积V 的自由空间中，量子粒子的波函数为平面波，量子态由动量 p 表征，基

态为 0p  ，动量变化几乎是连续的。对所有量子态的求和可以近似为积分 
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  (3.15) 

因而  , dp p p 动量范围内的简并度为 
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其中
sg 是量子粒子自旋的简并度。 
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3.2 金属中的自由电子气体 

可以看作费米子的近独立系统，服从费米分布，温度为T 时平均电子数为 
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  (3.17) 

把电子自旋简并度 2sg  和 2p m 代入式(3.16)，得到在  , d   的能量范围内的量子

态数为 

  
3/2 1/2

3

4
d 2 d

V
g m

h



     (3.18) 

对应的平均粒子数 
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  (3.19) 

从而由总粒子数 
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    (3.20) 

可以确定  。 

3.3 光子气体 

光子气体是黑体辐射热力学对应的统计模型。黑体中的光子可以看作处于量子近独立系

统中。光子是自旋为 1 的玻色子，但是自旋只有两个简并度， 2sg  。因为黑体中的光子数

不守恒，所以化学势为 0，根据玻色分布 
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  (3.21) 

把光子的动量能量关系 pc   代入式(3.16)，得到 
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从而  , d   范围内的平均光子数为 
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  (3.23) 

对应的辐射场内能服从普朗克公式： 
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  (3.24) 

光子气体的巨配分函数的对数为 
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  (3.25) 

根据巨配分函数可以求得内能 
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  (3.26) 

压强为 
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  (3.27) 

比较以上两式，可以得到关系 
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光子气体的熵为 
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  (3.29) 

3.4 固体的热容 

固体的晶格振动可以用声子气体描述。声子是玻色子，横波有两个偏振方向，纵波只有

一个模式。参考式(3.22)，在到 d  范围内简正振动数为 
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其中
lc 和

tc 分别是纵波和横波的传播速度，
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。声子服从的玻色分布为 
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    (3.31) 

其中德拜频率满足德拜频谱 

 3

D

9N

B
    (3.32) 

高温下内能和热容近似为 
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符合经典统计理论。 

低温下固体的内能和热容近似为 
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3.5 量子系综理论 

定义密度算符（也叫统计算符） 

 ˆ 1i i i i
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P P  
 

   
 

    (3.35) 

密度算符在任一给定表象中的矩阵形式称为密度矩阵。 

密度算符具有如下一些性质： 

（1） 密度算符 ̂ 的迹等于 1 且与表象无关。 

（2） 密度算符平方 2̂ 的迹对混合系综小于 1，对纯粹系综等于 1。 

（3） 密度算符 ̂ 是厄密算符，因此它的本征值必定是实数。 

（4） 当态矢量正交归一时，即 i j ij   ，则 ̂ 的本征矢量就是态矢量
i ，相应的

本征值就是
iP 。 

（5） 热力学量的系综平均值    ˆ ˆ ˆˆ ˆtr trA A A   。 

（6） ̂ 在位置表象中的密度矩阵元 

      *

, ,m n m n m i i i n i m i i n

i i

P P        r r r r r r  (3.36) 

迹是对 r 的积分 

    ˆtr , , dn n

n

    r r r r r  (3.37) 

（7） ̂ 和哈密顿算符 Ĥ 对易，即 ˆ ˆ, 0H   
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量子微正则系综的密度算符 
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对于熵算符 ˆ ˆlnBS k   ，有 

      B B
ˆ ˆˆ ˆ ˆ=tr tr ln lnS S S k k U         (3.39) 

量子正则系综的密度算符 

  
1 ˆˆ exp
N

H
Z

     (3.40) 

其中配分函数 

  ˆtr expNZ H  
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物理量的系综平均 
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  (3.42) 

各热力学量用配分函数表示为 
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  (3.43) 

量子巨正则系综的密度算符为 

   1 ˆ ˆˆ exp H N    


  (3.44) 

对应的配分函数 

   ˆ ˆtr exp H N     
  

  (3.45) 

物理量的系综平均值为 

     1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆtr tr expA A A H N      
  

  (3.46) 

热力学势（巨正则系综下的自由能）为 

    B, , ln , ,V T k T V T       (3.47) 

各热力学量用巨配分函数表示为 
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  (3.48) 

玻色和费米理想气体的配分函数近似为 
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 ，    2 2exp /f   r r ，平均热波长
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  。玻色理想气体取负号，呈

现出等效的统计吸引；费米理想气体取正号，呈现出等效的统计排斥。在高温低密度条件 

 1/3 , /v v V N     (3.50) 

下，量子理想气体配分函数趋近于经典理想气体的配分函数 
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  (3.51) 

理想费米气体的物态方程 
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其中 
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 (3.53) 

理想玻色气体的物态方程 
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其中 
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