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5. 量子配分函数 

5.1. 独立粒子系统的统计分布 

独立粒子系统是指 N 个粒子间无相互作用的孤立系统。对于玻色粒子系统，粒子不可

分辨，具有整数自旋，系统波函数满足交换对称性，则系统在简并度为 ig 的能级 ie 上最概

然的粒子数（玻色—爱因斯坦分布）为 
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其中m 为化学势。对于费米粒子系统，粒子不可分辨，具有半整数自旋，系统波函数满足

交换反对称性，则系统在简并度为 ig 的能级 ie 上最概然的粒子数（费米—狄拉克分布）为 
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对于经典玻尔兹曼粒子系统，粒子可分辨，则系统在简并度为 ig 的能级 ie 上最概然的粒子

数（麦克斯韦—玻尔兹曼分布）为 
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  (5.3) 

以上三种系统的分布都要满足约束关系 
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  (5.4) 

其中U 为系统的总能量。 

 

5.2. 量子统计热力学基本公式 

因为配分函数包括了平衡态系统的微观态信息，所有表征系统平衡热力学性质的热力学

量都可以用配分函数表示出来，因而配分函数起着将系统的微观描述转化为宏观描述的桥梁

作用。 
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5.2.1. 正则系综 

对于正则系综，自由能 

 ( ) ( )B, , ln , ,F N V T k T Z N V T= -   (5.5) 

对上式取微商，得 

 
, , ,N V N T V T

F F F
dF dT dV dN

T V N
¶ ¶ ¶æ ö æ ö æ ö= + +ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶è ø è ø è ø

  (5.6) 

与热力学基本方程 

 dF SdT pdV dNm= - - +   (5.7) 

对比得到熵、压强和化学势用配分函数表示为 
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  (5.8) 

内能用配分函数表示为 
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  (5.9) 

定容热容量用配分函数表示为 

 ( )
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  (5.10) 

能量涨落为 

 
2

2 2
B

ˆ ˆ
VH H k T C- =   (5.11) 

涨落的相对值 
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对于理想气体， 
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3 3
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  (5.13) 

则 
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-
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即能量涨落反比于 N 。 

 

5.2.2. 巨正则系综 

热力学势 

 ( ) ( )B, , ln , ,V T k T V Tm mW = - X   (5.15) 

其中 ( ), ,V TmX 为巨配分函数。熵、压强和平均粒子数用配分函数表示为 
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  (5.16) 

以下求巨正则系综的粒子数涨落。先求 
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  (5.17) 

进一步得到 
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所以粒子数的相对涨落 

 

2
2

2 B
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ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

N N Nk T
N

N N m

- ¶
D º =

¶
  (5.19) 

可以证明对于理想气体此相对涨落
1

~
N

，因此系统的粒子数越多相对涨落越小。 

 

5.2. 量子配分函数的经典极限 

经典系统在正则系综下的配分函数为 

 ( ) { } { }( )( )3 3
3

1
, d d exp ,

!
N N

N i iN
Z V T p r H

N h
b= -ò p r  (5.20) 

其中经典哈密顿量 
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H V
m=

= +å p
p r r  (5.21) 

以下证明，对于独立量子粒子组成的理想气体系统，当温度足够高时，量子正则配分函数

趋近于以上的经典配分函数。 

量子正则配分函数为 
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ˆ ˆ, tr exp exp

exp
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 (5.22) 

其中 n 为 Ĥ 的本征矢，相应本征值为 nE 。在坐标表象{ }ir 中， 

 ( ) { }( ) ( ) { }( )3 * ˆ, d expN
N n i n i

n

Z V T r Hb= F - Fåò r r  (5.23) 

其中 { }( )n iF r 是系统哈密顿量的第n个完备正交归一的本征函数，满足给定的边界条件，

对于玻色粒子是对称函数，对于费米粒子是反对称函数。 

理想气体的哈密顿量只有动能项，于是 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ1, 2, , 1,2, , 1, 2, ,p p p pH N T N E NF = F = FL L L  (5.24) 

其中坐标简写为数字， ( )2 2 2
1 2

1
2p NE p p p
m

= + + +L 。单个粒子动能算符的本征函数为平

面波函数 

 ( ) ( )1
exp /

i i i
V

f = ×p r p r h  (5.25) 
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不失一般性，给定体积V 中的立方体周期边界条件，动量的可能取值为 

 1/3

2
i V

p
=p n

h
 (5.26) 

其中 ( ), ,x y zn n n=n ，每个分量的取值为0, 1, 2,± ± L。 

因为理想气体的粒子间没有相互作用，系统的总波函数可以分离变量，写为 

 ( ) ˆ1, 2, ,p N AF = PL  (5.27) 

其中函数 

 ( ) ( ) ( )1 21 2 N Nf f fP º L  (5.28) 

由量子粒子的不可区分性，算符 

 ( )
1

0

1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ1 1
! !

N
p

ij ijk
p ij ijk

A P P P
N N

-

=

é ù
= ± = ± + ±ê ú

ë û
å å å L  (5.29) 

P̂是把单粒子波函数的位置（或者动量）进行交换的算符，正号对应于玻色子，负号对应

于费米子。该总波函数的归一化条件为： 

当 { }ia = p 与 { }ib ¢= p 不完全相同时， 

 ( ) ( )3 *d 1, 2, , 1,2, , 0Nr N Na bF F =ò L L  (5.30) 

相同时有 

 ( ) ( ) ( )
3 *

1
d 1,2, , 1, 2, , !

i

N

i

r N N na a

                          ìïF F = í           ïî
ò Õ p

L L
费米子

玻色子  (5.31) 

玻色子的归一化因子来自于可能有多个粒子
i

np 处于同一 ip 态。 

把公式(5.27)代入(5.23)，得 
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 (5.32) 

上式中第一个等式的
1

!N
源于指数项对于动量下标交换不变，而第二个等式的导出用到了 Â

算符的性质 ˆ ˆ ˆ!AA N A= 。 



6 
 

当体积V ® ¥时，对动量的求和可以用积分代替 

 
{ }

3
3 d

i

V
p

h
®å ò

p

 (5.33) 

并利用公式(5.28)、(5.25)和(5.26)，公式(5.32)变为 
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=
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 (5.34) 
其中正号对应于玻色子，负号对应于费米子。倒数第三步的导出用到了高斯函数在全空间的

积分 ( )2d expx x p
+¥

-¥
- =ò ，倒数第二步的导出用到了高斯生成函数（杨展如第 29 页） 

 

( )
( ) ( )

( )

2

2

2

exp exp d
2exp

exp d
2

exp
2

x X iqx x
iqX

x X x

q
iq X

b

b

b

+¥

-¥

+¥

-¥

æ ö- -ç ÷
è ø=

æ ö- -ç ÷
è ø

æ ö
= -ç ÷

è ø

ò

ò  (5.35) 

的性质（令 ( )j i

m
= -q r rh ， ix

m
=

p
， 0X = ），同时定义函数 

 ( ) ( )2 2exp /f p l= -r r  (5.36) 

其中
2

B

2
mk T

pl =
h

是平均热波长。 

定义比容
V

v
N

º 代表平均每个粒子占据的体积。当温度很高时，l 变得很小，系统的
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平均间距 1/3v 比l 大很多，即 

 1/3vl <<  (5.37) 

时 0f » ，公式(5.34)过渡为经典理想气体的配分函数 

 ( ) 3

1
,

!

N

N

V
Z V T

N l
æ ö= ç ÷
è ø

 (5.38) 

 

以上推导给我们如下几点物理上的启示： 

（1） 从经典统计物理出发直接推导配分函数时，因子
1

!N
是作为量子修正引入的，

而以上推导中它是计入波函数对称性的自然结果，物理意义更加清晰； 

（2） 式(5.37)明确给出了可以作为经典系统处理的判据，即高温低密度条件； 

（3） 对于经典理想气体，粒子间不存在空间关联，而量子理想气体由于粒子的不

可区分性会存在空间关联：玻色子呈现有效的吸引作用，费米子呈现有效的

排斥作用。 

证明：当 f 为小量时，计入一阶量子修正，则式(5.34)中的积分项 

 ( )2 21 1 expij ij ij
i j i ji j

f f vb
< <<

æ ö
± » ± = -ç ÷

è ø
å åÕ %  (5.39) 

其中 

 ( )
2

21
ln 1 ij

ij ij

f
v f

b b
= - ± »% m  (5.40) 

从而配分函数 

 ( )
2

3 3
3

1
, exp

! 2
N N i

N ijN
i i j

p
Z V T d p d r v

N h m
b

<

æ öæ ö
= - +ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø

å åò ò %  (5.41) 

玻色子的 ijv% 为负数，等效于统计吸引；费米子 ijv% 为正数，对应于统计排斥。 

 

非理想气体系统的粒子间存在相互作用，推导更为复杂，但是经典极限依然存在。 
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5.3. 理想气体的统计分布及状态方程 

巨正则系综的配分函数可以写为 

 ( ) ( ), , ,N
N

N

V T z Z T VmX = å   (5.42) 

其中 ( ) ( )B, exp /N NZ T V E k T= - 为相应的正则配分函数， ( )Bexp /z k Tmº 称为易逸度。 

由(5.4)式有 N p p
p

E ne= å 且 p
p

n N=å ，代入上式得 

 ( ) ( )( )
{ }0

, , exp
p

p

n

p
N pn

z V T z be
¥

=

X = -å åÕ  (5.43) 

当 N ® ¥ 时，上式的双重求和等效于对各个 pn 的独立求和，所以 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

0 1

0 1

0 1, , exp exp

exp
p

p

n n

n n

n

p
np

z V T z z

z

be be

be

æ öæ ö
X = - -ç ÷ç ÷

è øè ø
é ù

= -ê ú
ê úë û

å å

åÕ

L
 (5.44) 

对玻色气体， 0,1, 2,pn = L，无穷级数求和的结果为 

 ( ) ( )
1

, ,
1 expp p

z V T
z be

X =
- -

Õ  (5.45) 

对费米气体， 0,1pn = ，因而有 

 ( ) ( )( ), , 1 exp p
p

z V T z beX = + -Õ  (5.46) 

巨正则系综的热力学势 

 ( )B ln , ,PV k T z V TW = - = - X  (5.47) 

从而有 

 ( )
( )( )

( )( )B

ln 1 exp

ln , ,
ln 1 exp

p
p

p
p

z
PV

z V T
k T z

be

be

ì- - -
ïï= X = í

+ -ï
ïî

å

å

对玻色气体

对费米气体

   

   
 (5.48) 

而平均总粒子数 
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 ( )
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( )
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( )

exp

1 exp
ln , ,
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1 exp

p

p p

p

p p
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z
N z z V T

z z

z
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ì -
ï

- -ï¶ ï= X = í
¶ -ï

ï
+ -ïî

å

å

对玻色气体

对费米气体

   

   

 (5.49) 

式(5.48)和式(5.49)联合称为状态方程的参数形式。动量为 p的单态上的平均粒子数为 

 

( )( )

{ }

( )
( ) ( )( )

0

1 ˆ ˆˆtr exp

1
exp

exp1 1
ln

1 exp exp 1

p

p p p

N
p p p

N pn

p

p p p

n n n H N

z n n

z

z

b m

b e
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b e be b e m

¥

=

æ öº = - -ç ÷Xè ø
æ ö

= -ç ÷X è ø

-¶
= - X = =

¶ - -

å å å

m m

 (5.50) 

正号对应费米—狄拉克分布，负号对应玻色—爱因斯坦分布。如果令a bm= - ，则形式上

与最可几（最概然）分布相同。 

当V ® ¥时，把求和改为积分 3
3 d

p

V
p

h
®å òL L，则对于理想费米气体，式(5.48)

和(5.49)从直角坐标变为球坐标并积分后得到状态方程 

 

( )( )

( )

2 2
3 0

B

2
3 1 20

4
d ln 1 exp / 2

1 4 1
d

exp / 2 1

P
pp z p m

k T h

N
pp

v V h z p m

p b

p
b

¥

¥

-

ì = + -ï
ï
í
ï º =
ï +î

ò

ò
 (5.51) 

对上式进行改写，得到理想费米气体的状态方程 

 

( )

( )

5/23
B

3/23

1

1 1

P
f z

k T

f z
v

l

l

ì =ïï
í
ï =ïî

 (5.52) 

其中 

 ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

B

1

2 2
5/2 5/20

1

1

3/2 5/2 3/2
1

2

14
d ln 1 exp

1

l l

l

l l

l

mk T

z
f z xx z x

l

z
f z z f z

z l
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p

+¥¥

=

+¥

=

ì
=ï

ï
ï
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ï
ï -¶ï º =
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å
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 (5.53) 

 

对于理想玻色气体，式(5.48)和(5.49)的 0=p 项会发散，因此从积分中分离出来，得
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到状态方程 

 

( )( ) ( )

( )

2 2
3 0

B

2
3 1 20

4 1
d ln 1 exp / 2 ln 1

1 4 1 1
d

1exp / 2 1

P
pp z p m z

k T h V

N z
pp

v V h V zz p m

p b

p
b

¥

¥

-

ì = - - - - -ï
ï
í
ï º = +

-ï -î

ò

ò
 (5.54) 

理想玻色气体的状态方程也可以改写为 

 

( ) ( )

( )

5/23
B

3/23

1 1
ln 1

1 1 1
1

P
g z z

k T V

z
g z

v V z

l

l

ì = - -ïï
í
ï = +ï -î

 (5.55) 

其中 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
5/2 5/20

1

3/2 5/2 3/2
1

4
d ln 1 exp

l

l

l

l

z
g z xx z x

l

z
g z z g z

z l

p

¥¥

=

¥

=

ì
º - - - =ïï

í
¶ï º =ï ¶î

åò

å
 (5.56) 

 

由式(5.50)可知 0=p 态的平均粒子数为 

 0 1
z

n
z

=
-

 (5.57) 

对式(5.54)中第二项有不可忽略的贡献，形成玻色—爱因斯坦凝聚。 

 

理想费米气体和玻色气体的内能为 

 

( ) ( )( )

{ }

{ }

( )

0

0
,

,

1 ˆ ˆ, , tr exp

1
exp

1
exp

ln , ,

p

p
p

p

p
p

p p
p

N
p p p p

N p pn

n N

N
p p

N pn
N V

n N

z V

U z V T n H N

z n n

z n

z V T

e b m

b e e

b e
b

b

¥

=

=

¥

=

=

æ ö
= - -ç ÷Xè ø

æ öæ ö
= -ç ÷ç ÷ç ÷X è øè ø

å

æ öæ öæ ö¶
= - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷X ¶è ø è øè ø

å

¶
= - X

¶

å

å å å å

å å å

    

    

 (5.58) 

注意最后一步把
b
¶

¶
和

0

N

N

z
¥

=
å 交换顺序时已经设定 z 不变。由热力学势 
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1

lnPV
b

W = - = - X  (5.59) 

得 

 ( ) ( )5/2 3
,

1 3
2z V

U PV Vf z PVb
b b l
¶ ¶ æ ö= - = - =ç ÷¶ ¶ è ø

 (5.60) 

 

5.4. 李—杨定理 

由于在相变点热力学量（例如压强、磁化强度等）会出现奇异性（数值发散），而热力

学量与配分函数密切相关，因此产生的有趣问题是是否可以用单一数学表达式描述能反映相

变奇点的配分函数？ 

可以证明，在有限体积的情况下，不会出现热力学量的奇异性，而在热力学极限（体积

V ® ¥ ，粒子密度
N
V

恒定）条件下，奇异性有可能出现。从数学的角度说，这是因为解析

函数序列的极限函数不一定是解析的。实际存在的宏观系统可以认为非常接近热力学极限。 

李政道、杨振宁用二体吸引刚球势的配分函数从理论上证明了在热力学极限下，相变点

的热力学量的奇异性对应于配分函数的零点。 

 


