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6. 经典与量子集团展开法 

形式上可以把二体相互作用系统的配分函数用集团展开法严格写成无穷级数的形式，但

是对于实际体系计算还是要做微扰的截断近似。 

 
6.1. 经典集团展开法 

具有 N 个全同粒子的二体相互作用经典系统的哈密顿量可以一般地写成 
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其中 ip 是第 i个粒子的动量， ijv 是仅与粒子 ,i j距离有关的二体相互作用势。系统的体积为

V ，则相应的配分函数为 
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对保守体系，动量空间和位置空间的积分可以独立进行，得到 
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其中
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l =

h
是平均热波长， ( ),NQ V T 称为位形积分。将玻尔兹曼因子改写成 

 ( )exp 1ij ijv fb- º +  (5.4) 

曲线 ijf 处处有界，并且当距离足够远时， ijf 变得很小。位形积分可以改写为 
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对不同数目的集团的所有可能的组合方式进行排列（具体步骤见杨展如第 54-58 页），最终

得到经典配分函数的集团展开形式为 
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其中 
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lM 是 l 下所有可能的集团之和。特别地， 
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{ }lm 满足条件 
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以下求经典状态方程的集团展开形式。采用巨正则配分函数 
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代入得 
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从而 
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由热力学势 

 B lnPV k TW = - = - X  (5.14) 
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和粒子数 

 lnN z
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 (5.15) 

可以得到参数形式的状态方程的集团展开形式为 
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6.2. 状态方程的维里展开式 

对于稀薄气体，压强 P 可以用小量
1
v
展开。定义状态方程的维里展开式 

 ( )
13

1B

l

l
l

Pv
a T

k T v
l

-¥

=

æ ö
= ç ÷

è ø
å  (5.17) 

热力学极限下状态方程(5.16)可以写为 
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其中 ( ) ( )lim ,l lV
b T b V T

®¥
º 。(5.18)中第二式代入(5.17)，得到 
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(5.18)中两式相除，得到 
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由(5.19)和(5.20)可得 
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对比两边 z 的同次幂即可得出 la 与 lb 之间的关系： 
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每个维里系数只由几个集团积分构成，因此只需计算几个积分便可求得维里系数。 

以下由维里展开导出非理想气体的范德瓦尔斯方程。取式(5.17)的前两项，并利用式

(5.22)、(5.8)和(5.4)可得 
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范德瓦尔斯修正考虑粒子为存在吸引力的有限体积的刚球，则当距离 r 小于等于刚球直

径 d 时二体势 12v = ¥ ， r d> 时为有限值，从而在高温近似下利用 e 指数的泰勒展开把公

式(5.23)化简为 
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令 

 

2
12

3

2

2
3

d
a v r dr

b d

p

p

¥ì º -ï
í
ï º
î

ò
 (5.25) 

其中b 正好是刚球体积的一半，公式(5.24)可写为 
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对于气体，刚球体积2b 远小于粒子平均占有体积v，把泰勒展开 
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代入式(5.26)，得 
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上式就是非理想气体的范德瓦尔斯方程，压强项计入了分子间引力产生的修正
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V
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体积项则计入了刚球的有限体积引起的修正。 

 

6.2. 量子集团展开法 

处于体积V 内的N 个全同粒子组成的量子体系的哈密顿算符为 
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相应的正则系综配分函数 
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参考经典形式公式(5.3)，定义 
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函数 ( )1, ,NW NL 有如下一些性质（参考杨展如第 62 页的证明）： 

（a） ( )1 1W = 。 

（b）对于费米子和玻色子 ( )1, ,NW NL 都是对称函数。 

（c） ( )1, ,NW NL 在波函数 ( )1, , NaF L 的幺正变换下是不变的。 

（d）设N 个坐标分属两个集团 A （ { }A iºr r ）和 B （ { }B jºr r ）并满足下列条件： 
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其中 cr 是二体作用势的截断距离，热波长
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，则有 
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一般情况下条件(5.33)不能得到满足，因此定义其余量 
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定义无量纲的 l―集团积分 
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则量子配分函数的集团展开形式为 
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其中 lm 满足关系 
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形式上与经典配分函数的集团展开形式(5.6)完全相同。要求解 lb 就必须求解 lU ，求解 lU 又

需要求解 l―体的{ }, 1, 2, ,nW n l= L ，只有少数非常简单的情况下才能做到。 

 

6.3. 第二维里系数 

作为量子集团展开方法的具体应用，我们来求解量子非理想气体状态方程的第二维里系

数，即式(5.17)中的 2a 。为此需要求得反映二体系统性质的 ( )2 1, 2W 。 

二体量子系统的薛定谔方程解为 
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其中哈密顿量 
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把实验室坐 ( )1 2,r r 标转换为质心坐标 ( ),R r ，其中R是两个粒子的质心， 1 2= -r r r 是两个

粒子的相对坐标。则因为此时本征函数和本征能量都可以写成质心位置的平面波（已知）与

相对坐标运动的叠加，所以二体问题的解形式上可以变成等效的单体问题解 
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其中相对运动的解满足 
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且波函数满足归一化条件 
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根据式(5.31)，得 
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当V ® ¥时，用积分代替动量的求和，有 

 

2 2
3

3

2
2

3 30

1 1
exp d exp

4 4

4 2 2
exp d

4

p

p p
p

V m h m

p
p p

h m

b b

p b
l

¥

æ ö æ ö
- = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
æ ö

= - =ç ÷
è ø

å ò

ò
 (5.45) 

其中
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是热波长。代入式(5.44)，得 
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以下借助无相互作用的极限情况下的解求解上式。对于无相互作用的二体系统，能量本

征态为连续谱 
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其中 / 2m 是二体系统在质心系下的约化质量， k 是相对运动的波矢，而且 
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此前已经求得理想气体因不可区分性而产生的“统计势”为 
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正号对应玻色系统，负号对应费米系统。代入式(5.8)中，得 
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另一方面，对于有相互作用力的系统 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )

0 3 3 0
2 2 2 23

0

1
d d 1, 2 1,2

2

2 2 exp expn n
n

b b R r W W
Vl

be be

- = -

= - - -

ò
å

 (5.52) 

而其能谱 ne 可以分为连续谱和离散谱两部分，连续谱的能量和无相互作用系统的能量式

(5.48)相同，不同的是位于 k 与 dk k+ 之间的状态数 ( )dg k k 。因此上式可以写成 
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其中
B
å 是对所有的束缚态能量求和。可以证明（杨展如第 67-69 页） 
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其中 ( )l kh 是 k - 波的第 l个分波的散射相移，求和 '
l
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把(5.54)代入(5.53)，得 



9 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 2 2
2 2 2 0

2 2 exp ' 2 1 d exp /B l
B l

b b l kk k k m
lbe h b
p

¥æ ö
- = - + + -ç ÷

è ø
å å ò h  (5.56) 

  
因此第二维里系数 
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