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16. 费米气体与费米液体 

 

16.1. 理想费米气体的一般性质 

根据量子配分函数，曾经求得理想费米气体的状态方程为 
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其中 
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数学上可以求得（证明见杨展如第 147—148 页） 
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在低温和高密度条件下，有
1/3v  ，此时状态方程的第二式为 
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把的表达式代入上式，从而得到费米能（绝对零度时的化学势） 
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考虑每个单粒子能级有 g 重简并，则 
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根据费米—狄拉克分布，在 0T  时， 
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所以费米能的物理意义是：在绝对零度时，所有粒子从基态开始，依次占据最低能态，直

至费米能 F 时止。在动量空间中，粒子填充一个半径为 
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的球，球的表面成为费米球（最简单的费米面）。 

 

高温时由状态方程式(16.1)的第二项可得 
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由此解得 
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因此高温下的化学势 
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以下求理想费米气体在有限低温下的热力学量。取式(16.3)的前两项，得 
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最后一步用到了
1


作为小量的泰勒展开。同样因为  值在低温下很大，所以可以近似把

上式第二项中的 用 F 代替，并作泰勒展开，得到有限低温下的化学势 
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平均填布数为 
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内能 
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最后一步用到了分部积分。参考获得式(16.3)的方法，最终得到理想费米气体的内能为 
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定容比热为 
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由理想气体内能 
3

2
U PV ，可得状态方程为 
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由上式可以看出，即使在 0 KT   ，压强也不等于零，这是因为泡利不相容原理只容许一个

粒子处于动量为零的状态，其它动量不为零的粒子会产生非零压力。 

亥姆霍兹自由能为 
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熵为 

  
2

22

B
B B F

F F

1

3 3

Nk
S k U F k N


  

 

 
    

 
 (16.20) 

 

 

16.2. 白矮星的统计平衡 

对白矮星的观察数据进行分析，形成了如下的理想化模型：由总质量
3310 gM   的氦

组成的密度为
7 310 g/cm   、中心温度为

710 KT   的高密度球。高温使氦处于完全离化

状态，因此可以视为 N 个处于基态的电子在
2

N
个不动的氦核背景中运动。这个系统所呈现

的特性是泡利原理、相对论动力学和引力定律的联合效果。以下证明白矮星的质量不能超过

某个临界质量 0M ，否则泡利原理引起的压强不足以对抗引力而导致塌缩。 

 

首先计算处于基态的相对论电子气体产生的压强。费米气体的基态能量是 

        
F

F

2 22 22 2 2

0 e e3 0

2
2 4

p

p p

V
E pc m c dp p pc m c

h




      (16.21) 

其中 em 是电子质量， Fp 是费米动量，c是光速。因为电子简并度 2 1 2g s   ，其中
1

2
s 

是电子自旋，所以 
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白矮星的总质量 
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其中假设氦核中两个中子的质量与两个质子相同。白矮星的半径 
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因此 
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从而 
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其中定义 
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由费米气体产生的压强是 
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（1）非相对论极限 F 1x  下， 
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（2）极端相对论极限 F 1x  下， 
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其中 
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白矮星的平衡条件是引力与压强对应的功达到平衡： 
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对 R 进行微分得到平衡条件 
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把 0P 的值式(16.31)和(16.32)代入，得到 

（1）非相对论极限 F 1x  下（对应于低密度电子气体），平衡条件变为 
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因此星的半径随着质量的增加而减少： 
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（2）相对论极限 F 1x  下（对应于高密度电子气体），平衡条件变为 
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因此半径 
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其中 
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由式(16.40)被开方的数值不能为负得到约束条件 
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这一理论推导预言白矮星的质量不能超过 0M ，否则泡利原理引起的压强不足以对抗引力而

导致塌缩。更精确的计算表明 0M 为1.4倍的太阳质量，这一结论已被天文观察所证实。 

 

16.3. 朗道正常费米液体理论 

自然界中只有液 He3是真正意义上的量子费米液体，有时也将相互作用的简并性费米体

系称为量子费米液体，例如金属中的电子气等。有相互作用的粒子体系难于确定系统能级，

因为此时单个粒子的能级失去意义。但在足够低的温度下，只需考虑在基态附近的弱激发。 

宏观物体的弱激发可以看成是一类元激发（具有一定能量和动量的准粒子）的集合。量

子费米液体具有类似于理想费米气体的能谱结构：基态对应于费米球内的所有单粒子态被粒

子占据，而其激发态则对应于有粒子跃迁到费米球外，占据 Fp p 的态。 

为了构造费米液体的能谱，朗道假定原子之间的相互作用渐近地（绝热地）加入到系统

中，此时系统中能级的类型不发生改变。即当系统从理想费米气体通过逐渐加强相互作用过

渡到液体时，系统的能级类型不发生改变，改变的只是原来的气体粒子被元激发（准粒子）

所取代，它的数目等于原来原子的数目，并且遵守费米—狄拉克统计。 

 

16.3.1．费米型准粒子的物理性质 

（a）能量：液体总能量U 并不简单等于各个准粒子能量，而是准粒子动量分布函数  n p 的

泛函。准粒子能量   p 也与  n p 有关。因为不考虑自旋时，分布函数的无穷小变化会引

起总能量变化 
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而  n p 的归一化条件给出 
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（b）自旋：可以认为准粒子的自旋总是 1/2。考虑自旋时，准粒子分布函数算符成为厄米

矩阵： 
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其中 1/ 2  ， 1/ 2   。准粒子数为 
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总能量算符为 
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如果分布函数和能量均与自旋无关，则n 和  都退化为常数矩阵，因而有 
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所以考虑自旋自由度时，需要乘上自旋引起的简并度 2 1g s  。 

 

（c）分布函数：由于假设液体的能级和费米气体具有相同类型，因此准粒子的分布函数可

以参考独立粒子系统费米—狄拉克统计的推导方法（杨展如第 22-26 页），由熵 
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及粒子数和总能量守恒两个约束条件 
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可以求得 
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 
 (16.53) 

其中 是液体的化学势。当准粒子的能量与自旋无关时，写为 

 
  

1

exp 1
n

  


 
 (16.54) 

在绝对零度时，化学势就是费米球表面的能量 

   F0T    (16.55) 

注意虽然准粒子的分布函数形式上与通常的费米—狄拉克分布相同，但是因为 是n 的泛函，

所以是一个隐含n 的自洽表达式。 

动量分布函数为阶跃函数： 

   F

F

1

0

p p
p

p p



 


 (16.56) 

 

（d）动量：朗道假设准粒子具有确定的动量。假设成立的条件是动量的不确定性不仅与动

量值相比非常小，而且与分布的“跃迁区”的宽度相比也很小。这里的“跃迁区”指的是在

在费米面附近准粒子能够发生相互散射而产生运动的区域。这一假设在 0 KT   时可以得

到满足。 

 

（e）有效质量：参考理想费米气体，定义准粒子的有效质量为 

 
* F

F

p
m

v
  (16.57) 

其中准粒子的速度 

 

F

F

p

v
p

 
  

 
 (16.58) 

 

（f）准粒子与空穴：元激发看作由激发到费米球外的准粒子和在费米球内相应产生的空穴

组成，能量分别为  F Fv p p   和  F Fv p p   。因为元激发数目不固定，所以化学势

为零，它们的统计分布为 
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 
1

exp 1
n





 (16.59) 

 

16.3.2．费米型准粒子的相互作用 

当系统处于接近零的有限低温时，准粒子的分布对阶跃分布函数产生微小偏移，能量大

致遵从线性关系 

          
3

0

3

d
,

p
f n

h
       p p p p p p  (16.60) 

其中  0 p 是阶跃分布函数对应的准粒子能量，  ,f p p 是总能量的二阶导数。体系的能

量变化 

 

   

         

3

3

3 3 3
0

3 3 3

d

d 1 d d
,

2

E p
n

V h

p p p
n f n n

h h h

  

   

 
 

 


  



 

p p

p p p p p p

 (16.61) 

第一项可以理解为无相互作用的准粒子的贡献，第二项来自粒子间的相互作用。 

 

以下求准粒子的有效质量
*m 与相互作用函数  ,f p p 之间的关系。如果分布函数及能

量均与自旋无关，则因为准粒子速度为


p
，可以得到准粒子的数通量 

 
3

3

d p
n

h



 p
 (16.62) 

 

由于已经假设液体中准粒子数目等于真实粒子数目，二者的数通量应该相等，而真实粒子的

总质量迁移就等于质量乘以数通量： 

 

3 3

3 3

d dp p
n mn

h h

 
  

 
 p

p
 (16.63) 

对  n p 求变分，并把式(16.60)代入上式，得 

    
 

   
3 3 3 3

3 3 3 3

,d d d dfp p p p
n m n m n n

h h h h


  

  
  

  
  

p p
p p p p p

p p

 (16.64) 

右边第二项交换p和 p ，利用    , ,f f p p p p ，并进行分部积分，得到 
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      
 

 
3 3 3 3

3 3 3 3

d d d d
,

np p p p
n m n m f n

h h h h


  

  
  

  
  

p
p p p p p p

p p

 (16.65) 

因此有 

  
  3

3

d
,

n p
f

m h

  
 

 
pp

p p
p p

 (16.66) 

右边的  n p 近似取为阶跃函数   p ，则 

 
   

 F

n
p p

p




   
   

   

p p p

p p
 (16.67) 

把(16.67)、(16.57)和(16.58)代入式(16.66)，得到 

    
3

F
F* 3

d
,

p p
f p p

m m p p h

 

   


p p p
p p  (16.68) 

由球坐标系 

 
3

2

3 3

d 2
sin d d

p
p dp

h h
  


   (16.69) 

其中因子 2 来自于自旋简并，同时令 Fp p 并用 Fp 点乘式(16.68)，可得 

 

  

 

F F* 3

F

F

* 3

1 1 2
sin d d

21
cos sin d d

f
m m p h

p
f

m h

   

    

  

 





p p

 (16.70) 

其中已经把相互作用函数 f 的自变量由 Fp 和 F
p 变成它们之间的夹角 。这就是相互作用函

数 f 与有效质量
*m 之间的关系。用

*m 代替真实费米粒子的质量m ，就可以仿照理想费米

气体的公式求得系统的热力学量。 

 

 

16.3.3．零声 

费米液体的非平衡过程的分布函数  , ,n tp r 满足输运方程 

 
d

d

n n n n

t t t t

    
    
    

r p

r p
 (16.71) 

对于近平衡分布，分布函数 
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      0, , , ,n t n n t p r p p r  (16.72) 

其中  0n p 是平衡态的分布函数。准粒子能量可以写为 

 0     (16.73) 

其中 0 是平衡态的能量，而 

      
3

3

d
, , , , ,

p
t f n t

h
 


  p r p p p r  (16.74) 

假定不存在外磁场，因而
0 和

0n 均与自旋无关，计入自旋简并的因子 2，得到 

 
 

 
   3

3

, , d
2 ,

n t p
f

h

  
 

  
p r

p p
r r r

 (16.75) 

由经典力学，有 

 
t

t





 


 

 
 

 

r

p

p

r

 (16.76) 

精确到 n 的一阶小量，可得 

 

   

   

0 0

0 0

n n nn

t

n n nn

t

  

 

     
    

     

      
       

      

r

r r p r p

p

p p r r p

 (16.77) 

把式(16.77)代入式(16.71)，得到 

 
     0 0d

d

n n nn

t t

     
    

    p r r p
 (16.78) 

因为上式的导出用到了经典哈密顿方程，所以已经假定准粒子的运动是经典的，因而上式适

用的条件为系统满足以下两个准经典运动条件： 

（1）准粒子在费米面附近的德布罗意波长 F/ p 远小于粒子数分布发生显著变化区域的线

性长度 1/L k ，即 

 Fk p  (16.79) 

（2）准粒子能量由于碰撞产生的不确定性小于 ，其中是分布函数变化的频率。该条

件的等价条件是 

 F   (16.80) 
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费米液体中振动波的传播与 有关，
2  是准粒子的平均自由时间。 

（1） 当 1  时，准粒子平均自由程很短，碰撞频繁，波的传播可以近似看作准静态

过程，由此可根据热力学理论求出声速，就是通常在液体中传播的声波，称为第一

声。 

（2） 当 1  时，准粒子的碰撞变得不重要，可以认为振动过程出现在零温下，因此

这些振动波称为零声。此时式(16.78)左边对应的碰撞积分  
d

0
d

n
I n

t
  ，所以有 

 
      0 0

n n n

t

     
    

   
v

r r p
 (16.81) 

其中 0


v
p

是准粒子速度。假定上式的解形式为 

       F expn i t        e k r  (16.82) 

其中e 是沿p方向的单位矢量，   e 是待求的未知函数。把式(16.75)和(16.82)代入式(16.81)，

得到 

            
3

F F F 3

d
2 ,

p
v v f

h
     


      e k e e k p p e  (16.83) 

当 0 KT   时，平衡分布函数 0n 是阶跃函数，导数为 

 
 0

F

n
p p


  


e

p  (16.84) 

另外又有 

  0 0
F

n n 
  



  
   

  
v

p p
 (16.85) 

两式比较，得 

    F F

F

1
p p

v
        (16.86) 

把上式代入式(16.83)，得到 

 

   
 

     

 
   

2

F F3

2

F

3

2
, sin

2
sin

v f p p p dp d d
h

p
f d d

h

      

    


       








e k
e k e p p e

e k
e
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 (16.87) 

其中作了变量代换    ,f f  p p ， 是p和 p 之间的夹角。取k 为极轴，令波的传播速

度为 0 /u k ，引入记号 0 F/S u v ，上式成为 

        
sin d d

cos , cos ,
4

S F
  

        


     (16.88) 

其中 

    
*

*F F

2 3

F

,
m p p

F f m
v

 


   (16.89) 

由上式可以求得波的传播速度
0u 和函数   e 。 

以下讨论特别简单的情况：   0F F  是常数。此时式(16.88)右边积分与 和 无关，

 的解的形式为 

 0

cos

cos
v c

S







 (16.90) 

其中 0c 为常数。代入并积分，最终得到 

 
0

1 1 1
ln 1

2 1

S
S

S F


 


 (16.91) 

当 S 从 1 变到无穷大时，上式左边恒为正值，所以零声波能够存在的条件是 0 0F  。 

由上式可知，当 0 0F  时， 1S  ，因而零声传播的声速 0 Fu v ，与通常声波的声速

F

1

3
u v 有明显差别。因此在绝对零度时，费米液体中存在零声波传播，说明存在具有动

量 p k 和能量 0u p   的元激发，对应于“零声量子”。零声和第一声都是玻色型

元激发（集体激发），遵从玻色—爱因斯坦统计，但是它们对热力学量引起的修正远小于费

米液体的准粒子引起的修正。 

 

实验表明，将朗道理论应用于液 3He 时，当温度在 100 mK 到 3 mK 之间与实验符合得

很好，低于 3 mK 时出现超流现象，朗道的正常费米液体理论不再适用。 

 

 

16.4. 具有排斥势的简并近理想费米气体 

可以作为近理想费米系统处理的条件是：分子的力程 0r 比粒子间的平均距离

1/3

~
V

l
N

 
 
 
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小得多。由于在简并费米气体中， 

 
3 3

F F

3 2 3

4
2

3 3

p pN

V h





 
  

 
 (16.92) 

所以上述条件可以写为 

 0 1
p

r   (16.93) 

 

设 N 个自旋为
1

2
   的费米子间有排斥势，且与自旋无关，系统哈密顿量可以写为 

  
2

0 1

1

1ˆ ˆ ˆ
2 2

N
i

i j

i i j

p
H u H H

m 

      r r  (16.94) 

转换到二次量子化的动量表象中为 

  
1 1 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

2

, , 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

, ,
,

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2 2

p
H a a u a a a a

m
     

  
 

     

   

   

      p p p p p p

p p p
p p

p p r r p p

 (16.95) 

产生和湮灭算符对应的单粒子态为 

  
1

exp
i

V
  

 
  

 
p r p r  (16.96) 

其中 2 2 1 1
    p p p p p ， 1 2 r r r ， 1

1

0


 
  
 

， 1

0

1


 
  
 

。产生和湮灭算符遵从费米

反对易规则 

 
 

   

, ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0

a a a a a a

a a a a

       

   

   

       


 

   
 

  

 

p p p p p p p p

p p p p

 (16.97) 

因而有 

 

 

     

 

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

3 3

1 1 1 2 2 2 1 2 1 22

3

, ,

1
exp exp d d

1
exp d

u

i i
u r r

V

i
u r

V

       

   
           

   

 
  

 





p p r r p p

p p r p p r r r

p r r

 (16.98) 

在低温下，系统只涉及低能散射，因而可以应用波恩近似，并将式(16.95)中的散射矩阵

元用以下近似取代： 

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , 0 ,0 0 ,0u u            p p p p  (16.99) 
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由泡利不相容原理，上式中
1 2  和

1 2   的项均为零，所以哈密顿量变成 

 
1 2 2 1

1 2 1 2

2

0
, ,

, , ; ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

up
H a a a a a a

m V
 



  

    
 

  p p p p p p
p p p p p

 (16.100) 

其中由式(16.98)得到 

   30 1
0 ,0 0 ,0 d

u
u u r

V V
       r  (16.101) 

可以证明（杨展如第 185—186 页） 0u 可以用低能散射长度a 表示为 

 
 2 2

1 2 1 2

0 2 2 2 2

1 2 1 2

,4 16
1

a a
u

m V p p p p

     
  

    


p p p p
 (16.102) 

根据哈密顿量式(16.100)，设
0Ĥ 的本征矢为

1 1 2 2
, ,n n n 

p p
，则由量子微扰论可

以求得精确至a 的二级修正下的本征能量为 

 

     

 
 

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

0 1 2

2 2

,

2
2

1 2 1 2

2 2 2 2
, ; , 1 2 1 2

4

2

,4
4

n n n n

p p

p p p p

E E E E

p a
n n n

m mV

a
m n n n n

mV p p p p








 

    
 

  

  

   
 

    

 



p

p p p

p p p p

p p p p

 (16.103) 

 

近似使用理想费米气体的分布函数 

   F0

F

1
0

0
p

P P
n T

P P



  


 (16.104) 

经过复杂的积分求解，可以得到基态能量 

 

 

 

2
2/3

2

0

1/32

3
3

10

6 3
1 11 2ln 2

35

E n N
m

a n
nN a

m







 

  
      

 (16.105) 

其中
N

n
V

 。在绝对零度时，气体的化学势可以由 0

V

E

N


 
  

 
求出，气体基态压强可以由

 02

0

/E N
P n

n





求出。 
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以下求元激发对应的准粒子的相互作用函数  1 2,f  p p 。系统能量的变化量 

    
1 2

1 2

1 2

,

1
,

2
E n f n n

V
    

  

     



  p p p

p p p

p p p  (16.106) 

利用能量表达式(16.103)对
1

n p
和

2
n  p

求二阶泛函导数，并设 1 2 F p p p ，把求和换成

积分，可以得到 

 

   

     

 

2
2 2

3 3

1 2 1 2 1 23

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2
F 1 2 1 2

4 4 4
, , d d

2 2

a m a
f f p p

m h m

p p p p p

 

  

 

 
     

 

               
 
     
 

p p p p

p p p p p p p p p p p p
 (16.107) 

和 

 

   

   

2
2

3 3

1 2 1 2 1 23

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2

2 4
, , d d

m a
f f p p

h m

p p



 

 

 
    

 

          
 

  

p p p p

p p p p p p p p
 (16.108) 

把以上两式代入式(16.70)即可求得准粒子的有效质量
*m 。 


